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Глава 1. Подільність цілих чисел. 
§1. Основні поняття та властивості. 
 
Нагадаємо, що множина цілих чисел складається з 
натуральних чисел, нуля та чисел, що є протилежними до 
натуральних. Наприклад, числа 1; –100; 0; 2345; –1 є числами 
цілими, а числа 0,5; ¾; 1,0001 не належать до множини цілих 
чисел. Факт належності числа x  до множини цілих чисел (яку 
позначають літерою Z ) у математиці символічно записують так: 
Zx∈ . 
Означення 1.1. Нехай Zba ∈, , причому . Число 0≠b a  
ділиться на число , або  b a кратне  (пишуть ), якщо існує 
таке 
b baM
Zc∈ , що . В цьому випадку число  називається bca ⋅= b
дільником числа . Якщо ж такого  не існує, то кажуть,  a c a не 
ділиться на , або що  b a не кратне . b
Наприклад: 12M4, оскільки 12=3·4; –90M15, оскільки –90=(–6)·15; 
14 3,оскільки не існує такого Zc∈ , що 14 = с·3. 
Як безпосередньо випливає з означення подільності, всі 
числа, кратні , мають вигляд b bc ⋅ , де Zc∈ . 
Зауваження 1.1: Використовуючи в подальшому записи виду 
, будемо завжди вважати, що yxM Zyx ∈,  та 0≠y  (за відсутності 
додаткових умов). 
Приклад 1.1. Для кожного Za∈  (не рівного нулю) дайте 
відповідь на запитання: чи ділиться  на a a− ?  
Розв’язання. Очевидно, що для  та a a−  виконується рівність: ( ) ( )aa −⋅−= 1 . 
Так як число –1 є цілим, то ( )aa −M . 
Приклад 1.2. У якому випадку для цілих чисел  і  
 одночасно  та ? 
a b( )0,0 ≠≠ ba baM abM
Розв’язання. За означенням 1.1 мають існувати такі цілі числа 
 та , що одночасно виконуватимуться рівності: 1c 2c
bca ⋅= 1  та acb ⋅= 2 . 
Очевидно, що одночасне виконання записаних умов можливо 
лише тоді, коли . ba ±=
Доведемо декілька властивостей цілих чисел, пов’язаних з 
подільністю (у формулюваннях властивостей буквами будуть 
позначатися довільні цілі числа). 
Властивість 1. Якщо , то cbca MM , ( ) ( ) cbacba MM −+ , . 
Доведення. Оскільки , то існує caM Zm∈  таке, що cma ⋅= . 
Аналогічно, знайдеться Zn∈  таке, що cnb ⋅= . Тоді: 
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( ) ( ) cnmcncmbacnmcncmba ⋅−=⋅−⋅=−⋅+=⋅+⋅=+ , . 
Оскільки ZnmZnm ∈−∈+ , , то це і означає, що 
, що і треба було довести. ( ) ( ) cbacba MM −+ ,
Властивість 1 можна узагальнити на випадок довільної 
кількості доданків. 
Властивість 1'. Якщо ,  то  cacaca n MMM ...,,, 21 ( ) caaa n M±±± ...21  
(замість будь-якого із знаків можна поставити або «+», або «–»). 
Має місце і обернене твердження: Якщо сума і усі доданки, 
крім одного, діляться на деяке число, то і останній доданок 
ділиться на це число. 
Властивість  2 .  Якщо  , bcaM с, то (а+b) с, (а–b) с. 
Доведення. Припустимо, що (а+b)Mс. Тоді (за властивістю 1)  
b=((а+b)–а)Mс (оскільки (а+b)Mс, аMс), що суперечить умові. Як 
наслідок, припущення невірне і (а+b) с, що і треба було 
довести. Аналогічно можна довести, що (а–b) с. 
Властивість 3. Якщо , то . cbba MM , caM
Властивість 4. Якщо , то caM ( ) cba M⋅  для будь-якого Zb∈ . 
Доведення властивостей 3 та 4 пропонуємо зробити 
читачеві самостійно. 
Приклад 1.3. Відомо, що  та . Довести, що ( ) . baM dcM (bdac M )
Доведення. Оскільки , то існує baM Zm∈  таке, що bma ⋅= . 
Аналогічно, так як , то знайдеться dcM Zn∈  таке, що dnc ⋅= . 
Тоді, маємо: ( ) ( )dbnmdnbmca ⋅⋅⋅=⋅⋅⋅=⋅ . 
Так як добуток цілих чисел nm ⋅  є цілим числом, то . ( ) (bdac M )
Приклад 1.4. Доведіть, що якщо ( ) 732 Mba + , то і . ( ) 75 Mba +
Доведення (перший спосіб). Оскільки ( ) 732 Mba + , то існує 
Zm∈  таке, що . Звідси: mba 732 =+ bma 372 −= . Доведемо, що 
. Справді: ( ) 752 Mba +⋅ ( )bmbmbbmba +⋅=+=+−=+ 7771037102 . 
Звідси очевидно, що ( )( 77 Mbm )+⋅ , а тому ( ) 752 Mba +⋅ , а, так як 2 
на 7 не ділиться, то . ( ) 75 Mba +
Примітка: При розв’язуванні вправи 1.4 ми використали 
очевидну властивість – якщо ( ) cab M  і  з  – взаємно прості, 
тобто НСД ( ) , то . 
b c
1, =cb caM
Доведення (другий спосіб). Оскільки ( ) 732 Mba + , то і 
, звідки . Оскільки ( 7324 Mba +⋅ ) )( 7128 Mba + ( ) ( )bababa 57128 +++=+ , то 
з подільності суми і першого доданка на 7 випливає подільність 
другого доданка на 7 (обернене твердження до властивості 1'). 
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Вправи до § 1. 
 
1.1. Доведіть, що якщо , то  для будь-якого baM nn ba M Nn∈ . 
Вказівка. З означення подільності  маємо: існує baM Zm∈  
таке, що . Треба довести: існує mba = Zk ∈  таке, що nn kba = . 
Нескладно перевірити, що nmk =  і Zk ∈ . 
 
1.2. Доведіть, що якщо , то і . )(2 baa +M )(2 bab +M
Розв’язання. З означення подільності маємо: існує Zm∈  
таке, що . Треба довести: існує )(2 bama +⋅= Zk ∈ , що . 
Розглянемо різницю , звідки  
)(2 bakb +⋅=
)()(22 baabab +⋅−=−
{ 44 344 21
MM )()(
22 )()(
baba
baabab
++
+⋅−+= , а тому . )(2 bab +M
Ми скористалися властивістю: якщо один із співмножників 
ділиться на деяке число, то і весь добуток ділиться на це число. 
 
1.3. Доведіть, що якщо , то і . )(3 baa +M )(3 bab +M
Вказівка. Дивіться розв’язання попередньої задачі та 
розгляньте . 33 ab +
 
1.4. Які з наступних тверджень є вірними, а які – хибними? 
(Вірні твердження необхідно довести, а до хибних – навести 
контрприклади): 
а) якщо a 14, b 14, то ( ba + ) 14    (Відповідь: хибне); 
б) якщо 14, 10, то (14·10)      (Відповідь: хибне); Ma Ma Ma
в) якщо 14, 15, то (14·15)      (Відповідь: істинне); Ma Ma Ma
г) якщо 14, то 14 або 14    (Відповідь: хибне); M)(ab Ma Mb
д) якщо 11, то 11 або 11   (Відповідь: істинне); M)(ab Ma Mb
е) якщо a 14, b 14, то ( ba ⋅ ) 14      (Відповідь: хибне); 
є) якщо a 11, b 11, то ( ba ⋅ ) 11      (Відповідь: істинне); 
ж) якщо 2, 7, то ( )M14           (Відповідь: істинне). Ma Mb ba ⋅
 
1.5. Нехай  і . Доведіть, що ( ) cab M ( ) cba M+
а) ( ) cba M22 + ;       б) ( ) cba M33 + ;          в) ( ) cabbababa M423324 +++ ;  
г) ( ) cba M44 + ;        д) ( ) cbabababa M52433425 +++ . 
Розв’язання: а) ( ) ( ){ ( ) cbaabbaba
cc
M321
MM
22222 2 +⇒⋅−+=+ ; 
б) ( ) ( ){( ) ( ) cbabaabbaba
cc
M321
MM
33333 3 +⇒+⋅−+=+ ; 
В), д) Вказівка. Згрупуйте окремо перший і четвертий; 
другий і третій доданки, винесіть спільні множники за дужки та 
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скористайтесь розв’язанням пункту б); 
Г) Скористаємося формулою ( ) 4322344 464 babbabaaba ++++=+ , 
звідки ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22243223444 46464 baababbaabbabababa +−−+=++−+=+ . 
Виконаємо заміну:  ( ) ( )abbaba ⋅−+=+ 2222 , матимемо: 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( 22422444 42246 43421321321
MMM ccc
baababbaabbaababbaba +−++=⋅−+−−+=+ ) . 
 
1.6. Якщо  – непарне число, то m ( ) 812 M−m . Доведіть це. 
Доведення. За умовою Zkkm ∈+= ;12 . Тоді  
, а тоді весь добуток ділиться на 8. Ми 
скористались відомим фактом: добуток двох послідовних цілих 
чисел ділиться на 2 (адже серед двох послідовних цілих чисел 
одне обов’язково є парним). 
( ) =−+=− 1121 22 km
321
M 2
2 )1(444 +⋅=+= kkkk
 
1.7. Відомо, що  – непарні числа. Доведіть, що nm, ( ) 822 Mnm − . 
Вказівка до доведення 1. Запишіть Zlklnkm ∈+=+= ,,12;12  та 
обчисліть різницю квадратів .22 nm −  
Вказівка до доведення 2. Запишіть ( ) ( )11 2222 −−−=− nmnm  та 
скористайтеся вправою 1.6. 
 
1.8. Якщо  – не ділиться на 3, то m ( ) 312 M−m . Доведіть це. 
Доведення. За умовою Zkkm ∈±= ;13 . Тоді   
. 
( ) =−±=− 1131 22 km
43421
M 3
2 )23(369 ±⋅=±= kkkk
1.9. Нехай  – просте число, що перевищує 3, тоді p ( ) 2412 M−p . 
Доведіть це. 
Вказівка. Скористайтесь результатами вправ 1.6 та 1.8. 
 
1.10. Відомо, що  – прості числа, що перевищують 3, тоді qp,( ) 2422 Mqp − . Доведіть це. 
Вказівка. Запишіть ( ) ( )11 2222 −−−=− qpqp  та скористайтесь 
результатами вправи 1.9. 
 
1.11. Нехай qp,  – прості числа, що перевищують 3. Чому 
дорівнює найбільший спільний дільник усіх чисел виду ( )22 qp − ?  
Відповідь: 24 (скористайтесь результатами вправи 1.10). 
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1.12. Доведіть, що якщо число а не ділиться ні на 2, ні на 3, то 
(а -1)M24. 2
Вказівка: Розгляньте усі цілі числа: 6k, 6k±1, 6k 2, 6k+3. 
Обґрунтуйте, що умову задачі задовольняють лише а=6k
±
±1 та 
розгляньте вираз а -1. 2
 
1.13. Доведіть:  ( ) ( ) 53543 MM baba +⇒+  для довільних Zba ∈, . 
Доведення. За умовою ( ) ,543 Mba +  тоді і число в 2 рази 
більше за це число також ділиться на 5: ( ) )3()(5432
55
bababa +++=+ 32143421
MM
, звідки випливає те, що треба довести. 
 
1.14. Доведіть:( ) ( ) 10108 2222 MM bababa −⇒++  для довільних Zba ∈, . 
Доведення. За умовою . 
Оскільки 
{ 10)(10)(8 2
10
2
10
22 M443421
MM
baabbababa −⇒+−=++
Zba ∈, , то з того, що , а тоді і 
. 
10)(10)( 2 MM baba −⇒−
10)()(
10
22 M321
M
bababa +−=−
 
§2. Ділення з остачею. 
 
Нехай дано натуральне число . Відмітимо на числовій 
прямій усі числа, кратні b. Це будуть числа 0, b, –b, 2b, –2b,… 
(рис. 1). 
b
 
Рис. 1 
Якщо ціле число а співпадає з одним з них, то а = qb, (де q∈Z), 
тобто а ділиться на b (див. §1). Якщо ж а не ділиться на b, то в 
цьому випадку можна виконати ділення з остачею. Припустимо, 
що а розташоване на числовій прямій між числами qb та (q+1)b 
(рис. 2). 
 
Рис. 2 
Тоді можна записати рівність rqba += , де, легко бачити, 
br <<0 . Відмітимо, що якщо а ділиться на b, то його теж можна 
представити у вигляді rqb + , поклавши 0=r . Сформулюємо тепер 
означення. 
Означення 1.2. Поділити з остачею ціле число  на 
натуральне b  – означає представити  у вигляді: 
a
a
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rqba +=  
де Zrq ∈,  та br <≤0 . 
Число  називається діленим,  – дільником,  – часткою, a b q r  – 
остачею. 
Підкреслимо ще раз, що остача від ділення а на b дорівнює 0 
тоді і тільки тоді, коли . baM
Вище ми показали, що ділення з остачею завжди можливе, 
тобто за даними  та  можна знайти частку q та остачу r, яка 
задовольняє подвійну нерівність 
a b
br <≤0 . Доведемо тепер, що 
ділення з остачею завжди можна виконати єдиним способом. 
Теорема 1.1. Нехай NbZa ∈∈ ,  та 2211 rbqrbqa +=+= , де 
 і Zrrqq ∈2121 ,,, br <≤ 10  та br <≤ 20 . Тоді 2121 , rrqq == .
Доведення. Оскільки 2211 rbqrbq +=+ ,  то ( ) 1221 rrbqq −=⋅−  і, як 
наслідок, . Враховуючи обмеження ( ) brr M12 − br <≤ 10 , br <≤ 20 , 
маємо: . Але з усіх цілих чисел, що задовольняють 
дану подвійну нерівність, лише 0 ділиться на b; як наслідок,  
brrb <−<− 12
012 =− rr , або 21 rr = .
Тоді з рівності ( ) 1221 rrbqq −=⋅−  отримуємо, що .  Теорему 
доведено. 
21 qq =
Наведемо декілька прикладів ділення з остачею. 
Приклад 1.5. Поділіть з остачею 101 на 14. 
Розв’язання. Очевидно, 101=7·14+3. Оскільки 0≤3<14, то дана 
рівність і виражає результат ділення з остачею 101 на 14. Частка в 
даному випадку дорівнює 7, а остача дорівнює 3. 
Приклад 1.6. Поділіть з остачею –132 на 7. 
Розв’язання. Очевидно, –132=(–19)·7+1.Оскільки 0≤1<7, то в 
даному випадку частка дорівнює (–19), а остача дорівнює 1. 
Зі школи добре відомим є спосіб ділення з остачею «в 
стовпчик». Але він застосовується лише тоді, коли ділене – 
додатне число. Наступна задача допоможе зрозуміти, як бути, 
коли ділене від’ємне. 
Приклад 1.7. Ціле число а дає при діленні на число 7 частку q 
та остачу 2. Які частку та остачу дасть при діленні на 7 число –а? 
Розв’язання. За умовою 27 += qa . Тоді: 
( ) ( )( ) 51751727 ++−⋅=++⋅−=−−=− qqqa . 
Отже, частка дорівнює ( 1)+− q , остача дорівнює 5. 
Як можна побачити з розв’язання наведеної задачі, частку та 
остачу від ділення числа –а на деяке b можна визначити, якщо 
відомі частка та остача від ділення а на b. 
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Вправи до § 2. 
 
2.1. Поділіть з остачею:  а) 2010 на 13;      б) 200101 на 11;   
в) 4531945 на 25;   г) (-123) на 9;   д) (-123) на (-9);   е) (-12345) на 4. 
Відповідь: а) q =154, r =8;      б) q =18191, r =0;    
в) q=181277, r =20;           г) q= -14, r =3;      
д) q =14, r =3;                  е) q = -3087, r =3. 
 
2.2. Зобразіть числову пряму та відмітьте на ній усі цілі числа, 
які лежать на проміжку від -20 до 20, такі, що дають остачу 2 при 
діленні на 5. Через скільки повторюються ці числа? 
Відповідь: -18; -13; -8; -3; 2; 7; 12; 17. Через 5. 
 
2.3. Випишіть у рядок усі цілі числа, які лежать на проміжку від 
-25 до 25 та відмітьте підкреслюванням усі цілі числа, які при 
діленні на 6 дають остачу 1. Через скільки повторюються ці 
числа? 
Відповідь: через 6. 
 
2.4. Число а дає остачу 6 при діленні на 10. Чому дорівнює 
остача від ділення а на 5? 
Розв’язання: число а має вигляд 10k+6; виконаємо ділення 
на 5, маємо: 10k+6=5(2k+1)+1, частка дорівнює (2k+1), остача 1. 
Відповідь: 1. 
 
2.5. Число а дає остачу 8 при діленні на 9. Чому дорівнює 
остача від ділення а на 3? 
Відповідь: 2. 
 
2.6. Чи може число ділитись на 8 та давати остачу 10 при 
діленні на 12? 
Розв’язання: дане число має вигляд 8k; розглянемо ділення 
на 12, маємо, що наше число має вигляд: 12m+10, а тому 
12m+10=8k, звідки 2k-3m=2.5, що неможливо, оскільки k,m – цілі 
числа. 
Відповідь: Ні. 
 
2.7. Чи може число ділитись на 6 та давати остачу 4 при 
діленні на 10? 
Відповідь: Так, наприклад, 24. 
 
2.8. Число а дає при діленні на 8 остачу 3, число b – остачу 
5. Яку остачу при діленні на 8 дає число: а) а+b;   б) а-b;   в) а·b ? 
Розв’язання: а)  а=8k+3; b=8m+5, k,m – цілі числа. Тоді 
а+b=(8k+3)+(8m+5)=8(k+m+1), частка (k+m+1), остача 0. 
Відповідь: 0. 
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б) а-b=(8k+3)-(8m+5)=8(k-m-1)+6, частка (k-m-1), остача 6. 
Відповідь: 6. 
в) а-b=(8k+3)·(8m+5)=8(8km+3m+5k+1)+7, остача 7. 
Відповідь: 7. 
 
2.9. Число а дає при діленні на 11 остачу 4, число b – остачу 
6. Яку остачу при діленні на 11 дає число: а) а+b;  б) а-b;  в) а·b ? 
а) Відповідь: 10;    б) Відповідь: 9;     в) Відповідь: 2. 
 
2.10. Серед усіх чисел, які більші від 5000 та при діленні на 
15 дають остачу 3, знайдіть найменше. 
Розв’язання: дане число має вигляд 15k+3, з умови 
випливає 15k+3>5000; звідки k>333.1(3). Оскільки k – ціле число 
і нас цікавить найменше число, то при k=334 маємо шукане 
число 5013. 
Відповідь: 5013. 
 
2.11. Знайдіть найбільше число, яке не перевищує числа 
10000 та яке дає остачу 28 при діленні на 56. 
Відповідь: 9996. 
 
2.12. Число 41 дає остачу 6 при діленні на а. Знайдіть всі 
можливі значення числа а. 
Розв’язання: з умови випливає, що 41=а·q+6, причому остача 6 
менша за |а|. Виразимо а, маємо: ;35
q
a =  оскільки Za∈ , звідси: 
. Неважко помітити, що дві умови: }35;7;5;1{35 ±±±±∈⇒ qqM ;35
q
a =  
6>a  задовольняють значення часток }5;1{ ±±∈q , звідки 
. Тобто можливі 4 випадки: }35;7{ ±±∈a ( ) ( ) 65741 +±⋅±= ; 
 . ( ) ( ) 613541 +±⋅±=
Відповідь: . }35;7{ ±±∈a
 
2.13. Число а при діленні на 3 дає остачу 2 та при діленні на 2 
– остачу 1. Знайдіть остачу від ділення а на 6. Укажіть найменше 
натуральне число, що задовольняє умову. 
Розв’язання: з умови маємо, що а=3k+2 та а=2m+1 (тобто а – 
непарне), k,m – цілі числа. При k парному, k=2n, а=3k+2=6n+2 
(парне) – неможливо; при k – непарному, k=2n+1, маємо: 
а=3k+2=3(2n+1)+2=6n+5, а тому остача від ділення а на 6 
дорівнює 5. Найменше натуральне число, що задовольняє умову – 
5. 
Відповідь: 5. 
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2.14. Остачі від ділення числа g на 3,5,11 дорівнюють a,b,c 
відповідно. Доведіть, що (110a+33b+30с-8g) 165. 
Доведення: з умови маємо: g=3k+a; g=5m+b; g=11n+c, 
причому g,a,b,c,k,m,n – цілі числа. Виразимо a,b,c та підставимо 
у вираз, даний в умові, отримаємо:     110a+33b+30с-8g= 
=110·(g-3k)+33·(g-5m)+30·(g-11n)-8g=165g-330k-165m-330n= 
=165·(g-2k-m-2n) 165, оскільки вираз у дужках – число ціле.  
 
2.15. Було 3 аркуші паперу. Деякі з них розрізали на 10 частин, 
і так n разів. Чи могло в результаті отриматись: 
а) 2009 аркушів; б) 2010 аркушів; в) 2013 аркушів? 
Розв’язання: Врахуємо, як змінюється кількість аркушів після 
кожного розрізу: зникає один лист (його розрізають) та з’являється 
10 нових листів, тобто після кожного розрізу додається 9 листів. 
Після n розрізів отримається (3+9n) аркушів.  
а) 3+9n=2009, n – натуральне, звідки 9n =2006, рівняння не має 
розв’язків у множині натуральних чисел. Відповідь негативна.  
б) 3+9n=2010, 9n =2007, n =223. Відповідь позитивна. 
в) 3+9n=2013, рівняння не має розв’язків у множині 
натуральних чисел. Відповідь негативна. 
Відповідь: а) ні; б) так; в) ні. 
 
2.16. Яку остачу дає число a при діленні на b, де 
а) a=2n2+5n-3, b=n+4;   б) a=4n+7, b=2n+1; 
в) a=4n+5, b=2n+3;      г) a=n2+1, b=n, 
якщо n – довільне натуральне число? 
Розв’язання:  Виконаємо ділення у стовпчик: 
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123
33
32
4
82
352
2
2
−−
−−
−
+
+
−+−
n
n
n
n
nn
nn
 
 
5
2
12
24
74 +
+
+− n
n
n
 
1
2
32
64
54
−
+
+
+− n
n
n
 
 
1
1
2
2
n
n
n
n +−
 
 
а) оскільки n – довільне натуральне число, а остача не може 
бути більшою від дільника, то маємо випадки:  
якщо n+4>9, тобто n>5, остача r =9;  
якщо n+4≤9, звідки n≤5, тоді остача дорівнює 9-(n+4)=5-n, 
тобто при n=1 остача r =4; при n=2 остача r =3; при n=3 остача 
r =2; при n=4 остача r =1; при n=5 остача r =0.  
Відповідь: якщо n=1, то r =4; якщо n=2, то r =3; якщо n=3, то 
r =2; якщо n=4, то r =1; якщо n=5,то r =0; якщо n>5, то r =9. 
б) якщо 2n+1>5, тобто n>2, остача r =5;  
якщо 2n+1 5, звідки n≤ ≤2, тоді остача дорівнює 5-(2n+1)=4-2n, 
тобто при n=1 остача r =2; при n=2 остача r =0. 
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Відповідь: якщо n=1, то r =2; якщо n=2, то r =0; якщо n>2, то 
r =5. 
в) оскільки остача не може бути від’ємною, маємо таку остачу:  
-1+(2n+3)=2n+2, остача r =2n+2.  
Відповідь: остача r =2n+2, n – довільне натуральне число. 
г) Відповідь: якщо n=1, то r =0; якщо n>1, то r =1. 
 
2.17. Знайдіть всі цілі числа n такі, що значення виразу 
12
54
−
−
n
n  є 
цілим числом.  
Розв’язання: зауважимо, що при усіх цілих значеннях n 
знаменник не перетворюється в нуль. Виділимо цілу частину дробу 
(або виконаємо ділення у стовпчик): ( ) Z
nn
n
n
n ∈−−=−
−−=−
−
12
32
12
3122
12
54 , 
звідки , а тому (( )123 −nM 12 −n ) може набувати значень {±1; ±3}. 
Розв’язуючи сукупність рівнянь: 
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
=−
−=−
=−
−=−
;312
;312
;112
;112
n
n
n
n
, отримаємо  
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
=
−=
=
=
.2
;1
;1
;0
n
n
n
n
Відповідь: . }2;1;0;1{−∈n
 
2.18. Доведіть, що з восьми цілих чисел завжди можна обрати 
два таких, різниця яких буде ділитися на 7. 
Розв’язання: зауважимо, що при діленні на 7 можливі лише сім 
різних остач: {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}. Оскільки у нас є вісім чисел, а 
можливих остач – сім, то за принципом Діріхле серед цих чисел 
обов’язково знайдуться два числа, які при діленні на 7 дають 
однакові остачі, а тоді їхня різниця буде ділитися на 7. 
 
§3. Дільники. 
 
Нагадаємо, що ціле число 0≠b  називається дільником цілого 
числа а, якщо . У цьому параграфі ми будемо розглядати лише 
натуральні числа та їх натуральні дільники. Випишемо, наприклад, 
всі дільники числа 48: 
baM
1,2,3,4,6,8,12,16,24,48. 
Неважко помітити, що множина цих дільників має певну 
симетрію: 1·48=48, 2·24=48, 3·16=48, 4·12=48, 6·8=48. Це легко 
пояснити: якщо число 0≠a  має дільник b, то за означенням 
, де bca ⋅= Zc∈ . Відповідно, число с також є дільником числа а; 
таким чином, для будь-якого дільника b знайдеться парний йому 
дільник с такий, що добуток b і с дорівнює даному числу а. Такі два 
дільника називають додатковими. У наведеному прикладі всі 
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дільники числа 48 розбиваються на пари додаткових дільників. 
Однак так буває не завжди. Розглянемо, наприклад, дільники 
числа 36: 
1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36. 
Бачимо, що 1·36=36, 2·18=36, 3·12=36, 4·9=36. А ось число 6 
залишається без пари. Відповідь проста: адже 6·6=36 – тобто 
додатковим до дільника 6 буде саме число 6. 
 
Вправи до § 3. 
 
3.1. Випишіть усі натуральні дільники чисел: а) 64; б) 225; в) 
162; г) 243; д) 1000. 
Вказівка. Їхня кількість повинна бути: а) 7; б) 9; в) 10; г) 6; д) 16 
штук. 
 
3.2. Доведіть, що число має непарну кількість дільників тоді і 
тільки тоді, коли воно є повним квадратом. 
Вказівка. Утворіть пари додаткових дільників, які дають у 
добутку дане число, та розгляньте дільник, що не має пари. 
 
3.3. Які натуральні числа мають парне число натуральних 
дільників? 
Вказівка. Дивіться вправу 3.2. 
 
3.4. Довести, що 
k
k
ddd
dddn 1...11
...
21
21
+++
+++= , де  – усі натуральні 
дільники числа n. 
kddd ,...,, 21
Вказівка. Використайте, що усі дільники числа n розбиваються 
на пари дільників: ...; 121 −⋅=⋅= kk ddnddn , виразіть , підставте 
у чисельник. 
kddd ,...,, 21
 
3.5. Наведіть приклад натурального числа, що має рівно: а) 5; 
б) 6 натуральних дільників. 
Розв’язання. Нескладно переконатися, що число , де  – 
просте число, має рівно 
kp p
( )1+k  дільник: 1, p , ,..., . Тому, 
наприклад, число 16 має 5 натуральних дільників, а число 32 – 
6 натуральних дільників. Числа 12, 18, 20, 50, 63 мають теж по 
6 натуральних дільників. Також будь-яке число виду , де  – 
різні прості числа, має рівно 6 дільників: { . 
2p kp
2qp ⋅ qp,
},,,,,1 22 pqqpqqp
Відповідь. а) , де  – довільне просте число;  4p p
б) , де  – просте число, або , де  – різні прості числа.  5p p 2qp ⋅ qp,
 
3.6. Наведіть приклад натурального числа, що має рівно: а) 7; 
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б) 8; в) 15 натуральних дільників. 
Відповідь. а) , де  – довільне просте число;  6p p
б) , де  – просте число, або , де  – різні прості числа;  7p p 3qp ⋅ qp,
в) , де  – просте число, або , де  – різні прості числа. 14p p 42 qp ⋅ qp,
 
3.7. Скільки натуральних дільників має число 2000. 
Розв’язання. Оскільки 2000=24·53, то має (4+1)(3+1)=20 
натуральних дільників. 
Відповідь: 20. 
 
3.8. Число n має вигляд zyxn 532 ⋅⋅= . Якщо число n поділити на 
2, то нове число буде мати на 12 дільників менше, ніж n; якщо 
число n поділити на 3, то нове число буде мати на 15 дільників 
менше, ніж n; якщо число n поділити на 5, то нове число буде мати 
на 20 дільників менше, ніж n. Знайти число n. 
Розв’язання. Оскільки zyxn 532 ⋅⋅= , то кількість усіх дільників 
числа n визначається )1)(1)(1( +++= zyxt . Після ділення n на 2 
отримаємо число , кількість дільників якого, відповідно, zyxn 532 11 ⋅⋅= −
)1)(1(12 ++=− zyxt ; після ділення числа n на 3 отримаємо число 
, кількість дільників якого zyxn 532 12 ⋅⋅= − )1()1(15 +⋅⋅+=− zyxt ; після 
ділення n на 5 матимемо число , кількість дільників 
якого, відповідно, 
1
3 532
−⋅⋅= zyxn
zyxt ⋅++=− )1)(1(20 . Маємо систему 4-х рівнянь з 
4-ма невідомими. Віднімемо від першого рівняння послідовно 
друге, третє та четверте рівняння системи. Отримаємо: ( )( )( )
( )( )
( )( )
( )( )⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
=++
=++
=++
=+++
⇒
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
−=⋅++
−=+⋅⋅+
−=++
=+++
2011
1511
1211
111
20)1)(1(
15)1()1(
12)1)(1(
)1)(1)(1(
yx
zx
zy
tzyx
tzyx
tzyx
tzyx
tzyx
. 
З другого, третього та четвертого рівнянь маємо, що 
2;3;4 === zyx , тому 60=t , а тоді і шукане число 234 532 ⋅⋅=n . 
Відповідь: . 234 532 ⋅⋅=n
 
3.9. У кожному вагоні потягу пасажирів було порівну. Скільки 
було вагонів, якщо відомо, що в потягу їхало 1007 пасажирів? 
Розв’язання. Нескладно помітити, що 1007=19·53, а тому потяг 
налічував 19 вагонів (по 53 пасажири у кожному). Відмітимо, що 
пасажирський потяг не може містити 53 вагони. 
Відповідь. 19 вагонів. 
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§4. Порівняння за модулем. 
 
Означення 1.3. Нехай m – довільне натуральне число. Два 
цілих числа a і b називаються порівнюваними за модулем m, якщо 
a і b дають однакові остачі при діленні на m. Пишуть . ( )mba mod≡
Приклади: 7≡13(mod 6); –8≡122(mod 5). 
Поділимо a і b з остачею на m: 11 rmqa +⋅= ,  22 rmqb +⋅= . Якщо 
, то 21 rr = ( )( ) mmqqmqmqba M⋅−=⋅−⋅=− 2121 . Навпаки, якщо 
, тобто ( ) mba M− ( ) ( )( ) mrrmqq M2121 −+⋅− , то і ( ) mrr M21 − . З означення 
остачі випливають нерівністі: mrmr <≤<≤ 21 0,0 , звідки 
отримуємо, що mrrm <−<− 21 . Але з усіх цілих чисел, що 
задовольняють цю подвійну нерівність, тільки 0 ділиться на m; 
відповідно, , тобто 021 =− rr 21 rr = . Таким чином, справедливим є 
твердження: два цілих числа a і b є порівнюваними за модулем m, 
якщо . ( ) mba M−
Виходячи з цих міркувань можна сформулювати ознаку 
порівнюванння за модулем m чисел. 
Теорема 1.2. Два числа порівнювані за модулем m тоді і 
тільки тоді, коли одне з них відрізняється від іншого на число, 
кратне модулю m: ( ) Ztmtbamba ∈+=⇔≡ ,mod . 
Доведіть цю теорему самостійно, використовуючи означення 1.3. 
Розглянемо основні властивості порівняння за модулем. 
Теорема 1.3. Якщо ( )mba mod≡ , ( )mcb mod≡ , то . ( )mca mod≡
Доведення безпосередньо випливає з означення 1.3 (доведіть 
цю теорему самостійно). 
Теорема 1.4. Якщо ( )mba mod≡ , ( )mdc mod≡ , то: 
( )mdbca mod+≡+ , ( )mdbca mod−≡− ; 2) ( )mdbca mod⋅≡⋅ . 1) 
Доведення. 1) За умовою ( ) mba M− , . Тоді 
, тобто 
( ) mdc M−
( ) ( ) ( ) ( )( ) mdcbadbca M−+−=+−+ ( mdbca mod )+≡+ , що і 
треба було довести. Порівняння ( )mdbca mod−≡−  доводиться 
аналогічно. 
2) Виконаємо перетворення:  ( ) ( ) bdccbabdbcbcacbdac ⋅−+⋅−=−+−=− . 
За умовою , , відповідно, і ( ) mba M− ( ) mdc M− ( ) mbdac M− , тобто 
, що і треба було довести. ( mdbca mod⋅≡⋅ )
Теорема 1.5. Якщо ( )mba mod≡ , то ( )mba nn mod≡  для будь-
якого Nn∈ . 
Доведення цієї теореми є очевидним, якщо згадати відому 
формулу: 
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( ) ( )12322321 ... −−−−−− +⋅+⋅++⋅+⋅+⋅−=− nnnnnnnn bbabababaababa  . 
Як випливає з теореми 1.4, порівняння за тим самим модулем 
можна додавати, віднімати та множити. Однак порівняння не 
можна ділити на будь-яке число, проте можна ділити на число, що 
взаємно-просте з модулем (очевидно, що при цьому на вказане 
число мають ділитися обидва числа, що порівнюються). 
Наприклад, нехай , тоді )2(mod612 ≡ )2(mod24 ≡  є істинним 
твердженням (ми поділили 12 та 6 на 3, яке є взаємно простим з 
числом 2), а )2(mod36 ≡  є хибним твердженням (12 та 6 ми 
поділили на 2). 
Порівняння за модулем буває зручно використовувати при 
розв’язуванні задач, що пов’язані з подільністю та остачами. 
Розглянемо декілька прикладів. 
Приклад 1.8. Які остачі може давати квадрат цілого числа при 
діленні на 3? 
Розв’язання. Розглянемо довільне ціле число а. Залежно від 
того, яку остачу воно дає при діленні на 3, можливі три випадки: 
1) . Тоді ( 3mod0≡a ) ( )3mod0022 ≡≡a . 
2) . Тоді ( 3mod1≡a ) ( )3mod1122 ≡≡a . 
3) . Тоді ( 3mod2≡a ) ( )3mod1222 ≡≡a . 
Отже, можливі два варіанти: ( )3mod02 ≡a  та . Це 
означає, що можливі остачі від ділення а
( 3mod12 ≡a )
2 на 3 дорівнюють 0 та 1. 
Приклад 1.9. Доведіть, що ( ) 1331112 212 M++ + nn  при будь-якому 
Nn∈ . 
Розв’язання. Маємо nnn 14412121212 212 ⋅=⋅=+ . Помітимо, що 
; тоді ( )133mod11144 ≡ ( )133mod11144 nn ≡  та ( )133mod111214412 nn ⋅≡⋅ . 
Далі, nnn 11121111111 22 ⋅=⋅=+ . Оскільки ( )133mod12121 −≡ , то 
( )133mod111211121 nn ⋅−≡⋅ . Тоді: 
( ) ( )133mod0111211121112114412 ≡⋅−+⋅≡⋅+⋅ nnnn , 
а це означає, що ( ) 1331112 212 M++ + nn , що і треба було довести. 
Порівняння за модулем дозволяють виявити цікаву 
закономірність, пов’язану з остачами степенів цілих чисел. 
Розглянемо  послідовність  20, 21, 22, 23,… Подивимось, які остачі 
дають члени цієї послідовності при діленні, наприклад, на 5: 
20=1, 21=2, 22=4, 23=8 3(mod 5), 24=16≡1(mod 5), 25=32≡2(mod 5),  
26=64≡4(mod 5), 27=128≡3(mod 5),… 
Видно, що, починаючи з 24 , остачі почали повторюватись. Чи 
будуть вони повторюватись і далі? Чи будуть вони повторюватись, 
якщо взяти іншу основу степеня замість 2 або інше число замість 
5? Порівняння за модулем дозволяють легко відповісти на це 
 16
запитання. Помітимо, що оскільки можливих остач від ділення на 5 
скінченна кількість, а членів послідовності нескінченно багато, то 
знайдуться два члени з однаковими остачами. Нехай у n-го та 
(n+s)-го членів послідовності остачі від ділення на 5 співпали: 
2n≡2n+s(mod 5). Тоді, помноживши це порівняння на таке: 
2≡2(mod 5), отримаємо: 2n+1≡2(n+1)+s(mod 5). А це означає, що 
остачі (n+1)-го та ((n+1)+s)-го членів також співпадуть. Аналогічно 
отримаємо, що співпадуть і остачі (n+2)-го та ((n+2)+s)-го членів 
тощо. Відповідно, остачі будуть повторюватись з періодом s. 
Оскільки проведені міркування ніяк не залежать від 
властивостей чисел 2 і 5, то їх можна здійснити і для будь-яких 
інших натуральних чисел. Таким чином, для будь-яких m,k∈N 
остачі від ділення членів послідовності m0, m1, m2, m3,… на k будуть 
періодично повторюватись. Довжина періоду буде залежати від 
значень m і k: так, у розглянутому прикладі вона дорівнює 4. Якщо, 
наприклад, покласти m=3 і k=13, то довжина періоду буде рівною 
3. 
При деяких значеннях m і k остачі можуть періодично 
повторюватись не з самого початку. Наприклад, якщо m=4, k=120, 
то отримаємо таку послідовність остач: 1, 4, 16, 64, 16, 64, 16… 
Розглянуту закономірність можна застосовувати для 
розв’язання деяких задач. 
Приклад 1.10. Знайдіть остачу від ділення  на 7. 20082008
Розв’язання. Оскільки 672862008 +⋅= , то , тоді 
. Знайдемо остачі від ділення на 7 перших 
декількох степенів числа 6: 
( 7mod62008 ≡ )
)( 7mod62008 20082008 ≡
( ) ( )7mod62166;7mod1366;66;16 3210 ≡=≡=== . 
Очевидно, , а, відповідно, довжина періоду, з яким 
повторюються остачі від ділення  на 7, дорівнює 2. Це означає, 
що , для будь-яких 
( 7mod66 02 ≡ )
)
n6( 7mod662 rrk ≡+ Nrk ∈, . Помітимо, що 
; тоді 100422008 ⋅= ( )7mod162008 20082008 ≡≡ . Отже, шукана остача 
дорівнює 1. 
Помітимо, що остачі від ділення членів послідовності m, 2m, 
3m,… на деяке натуральне k (тут m – довільне натуральне число) 
також циклічно повторюються. Доведення цього факту схоже на 
наведене вище доведення для послідовності m0,m1,m2,m3… 
Залишаємо це питання для самостійного дослідження. 
Приклад 1.11. Знайдіть остачу від ділення числа  на 3. 20092009
Розв’язання. Легко бачити, що ( )3mod12009 −≡ ; відповідно, 
. Таким чином, шукана остача 
дорівнює 2. 
( ) ( 3mod2112009 20092009 ≡−≡−≡ )
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Зверніть увагу на те, що при розв’язанні прикладу 1.11 ми 
звели основу степеня до –1. Зведення основи до 1 або –1 часто 
спрощує розрахунки, оскільки 1n≡1(mod k), для будь-яких n,k∈N. За 
допомогою цього прийому можна, наприклад, запропонувати більш 
просте розв’язання прикладу 1.10. Помітимо, що , 
тоді . Врахувавши, що 
( ) (mod )712008 −≡
)( ) ( 7mod12008 20082008 −≡ ( ) 11 2008 =− , маємо, що 
шукана остача дорівнює 1. 
 
Вправи до § 4 
 
4.1. Які остачі може давати повний квадрат при діленні на 
а) 4;   б) 5;   в) 7;   г) 8? 
Розв’язання. а) При діленні на 4 усі цілі числа можуть 
давати такі остачі: 
1) . Тоді ( 4mod0≡a ) ( )4mod0022 ≡≡a . 
2) . Тоді ( 4mod1≡a ) ( )4mod1122 ≡≡a . 
3) . Тоді ( 4mod2≡a ) ( )4mod0222 ≡≡a . 
4) . Тоді ( 4mod13 −≡≡a ) ( )4mod1)1( 22 ≡−≡a . 
Відповідь: можливі остачі від ділення а2 на 4 дорівнюють 0 та 1. 
б) Відповідь: остачі від ділення а2 на 5 дорівнюють 0, 1 та 4. 
в) Відповідь: остачі від ділення а2 на 7 дорівнюють 0, 1, 2 та 4. 
г) Відповідь: остачі від ділення а2 на 8 дорівнюють 0, 1 та 4. 
 
4.2. Доведіть, що а2+1 не ділиться на 3 для усіх цілих а. 
Вказівка: скористайтесь результатами прикладу 1.8 та 
отримайте, що усі можливі остачі від ділення виразу а2+1 на 3 є 1 
та 2. 
 
4.3. Число а при діленні на 5 дає остачу 3. Чому дорівнює 
остача від ділення на 5 числа а2+4а? 
Розв’язання.  
1) . Тоді ( 5mod3≡a ) ( )5mod49322 ≡≡≡a . 
2) . Тоді ( 5mod3≡a ) ( )5mod212344 ≡≡⋅≡a . 
3) . ( )5mod162442 ≡≡+≡+ aa
Відповідь: остача від ділення а2+4а дорівнює 1. 
 
4.4. Доведіть, що числа 108 і 1012 дають однакові остачі при 
діленні на 11. 
Розв’язання. . Піднесемо до 8-го степеня 
порівняння, маємо 
( 11mod110 −≡ )
( )11mod1)1(10 88 ≡−≡ ; аналогічно 
. ( )11mod1)1(10 1212 ≡−≡
Відповідь: остачі від ділення 108 і 1012 однакові (дорівнюють 1). 
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4.5. Доведіть, що число виду 9n+1, де n N∈ , не може 
закінчуватися більш, ніж одним нулем. 
Доведення. Якщо число закінчується двома і більше нулями, 
то воно ділиться на 4, розглянемо порівняння за модулем 4: ( ) ( ) ( )4mod211194mod1194mod19 ≡+≡+⇒≡≡⇒≡ nnn , тобто 19 +n  не 
ділиться на 4. А тому число 19 +n  не може закінчуватися більше, 
ніж одним нулем (для того, щоб число мало один нуль, воно 
має ділитися на 2 та на 5, нескладно показати, що існують Nn∈  
такі, що число виду 9n+1 ділиться на 2 та на 5). 
 
4.6. Чи має рівняння 3х2-4у2=13 цілочисельні розв’язки? 
Вказівка. Перепишіть рівняння у вигляді 4х2-4у2=13+х2 та 
доведіть, що ліва частина ділиться на 4, а права – не ділиться на 4 
для усіх цілих х, у (дивись вправу 4.1 а).  
 
4.7. Доведіть, що рівняння х2+4х-8у=11 не має розв’язків у 
цілих числах. 
Вказівка. Перепишіть рівняння у вигляді х2-11=-4х+8у та 
доведіть, що права частина ділиться на 4, а ліва – не ділиться на 4 
для усіх цілих х, у, оскільки дає остачу 1 або 2 при діленні на 4 
(дивись вправу 4.1 а).  
 
4.8. Знайдіть останню цифру числа 20092009. 
Розв’язання. . ( ) ( )10mod91)1(200910mod12009 20092009 ≡−≡−≡⇒−≡
Відповідь: остання цифра числа 20092009 дорівнює 9. 
 
4.9. Доведіть, що (25n-2+5n-1·3n+1) 17 при будь-якому n N∈ . 
Розв’язання. Виконаємо перетворення: 83222 13)1(525 ⋅== −+−− nnn ; 
. Оскільки 91535 111 ⋅=⋅ −+− nnn ( )17mod1532 ≡ , тоді вираз  
)17(mod01715915815915832352 111111125 ≡⋅≡⋅+⋅≡⋅+⋅≡⋅+ −−−−−+−− nnnnnnnn , ос-
тача дорівнює нулю для усіх натуральних . 1≥n
 
4.10. Доведіть, що (52n+1·2n+2+3n+2·22n+1) 19 при будь-якому 
n . }0{UN∈
Розв’язання. Після перетворень: 20504252525 212 ⋅=⋅⋅⋅=⋅ ++ nnnnn ; 
1812249323 122 ⋅=⋅⋅⋅=⋅ ++ nnnnn   та  ( )19mod1250 ≡ , маємо: 
)19(mod0381218122012181220502325 122212 ≡⋅≡⋅+⋅≡⋅+⋅≡⋅+⋅ ++++ nnnnnnnnn , 
а тому остача дорівнює нулю для усіх цілих . 0≥n
 
4.11. Доведіть, що ( ) 121532 M+n  при будь-якому n N∈ . 
Розв’язання. Очевидно, що даний вираз ділиться на 3 при 
будь-якому n N∈ . Покажемо, що він ділиться на 4: 1591532 +=+ nn , ( ) ( ) ( )4mod315;4mod194mod19 ≡≡⇒≡ n , а тоді . ( )4mod013159 ≡+≡+n
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4.12. Доведіть, що для при будь-якому ( ) .5434 M+∈ nNn  
Розв’язання. Оскільки )5(mod18134 ≡= , то 
, а тоді при будь-якому )5(mod11)3(3 44 ≡≡= nnn Nn∈  маємо 
  .5541434 M=+≡+n
 
4.13. Доведіть, що (12k+1+22k+1+…+(2n)2k+1) (2n+1) при будь-яких 
n,k N∈ . 
Розв’язання. ; ( ) ( )12mod1)1()2(12mod12 1212 +−≡−≡⇒+−≡ ++ nnnn kk
( ) ( )12mod2)2()12(12mod212 121212 +−≡−≡−⇒+−≡− +++ nnnn kkk ; 
( ) ( )12mod3)3()22(12mod322 121212 +−≡−≡−⇒+−≡− +++ nnnn kkk  і т.д. А тоді  
)12(mod0123...321
)2()12()22(...321
121212121212
121212121212
+≡−−−+++≡
≡+−+−++++
++++++
++++++
n
nnn
kkkkkk
kkkkkk
 
 
4.14. Знайдіть остачу від ділення числа 52009+72010 на 11. 
Розв’язання. Використаємо властивості порівнянь (почленно 
множити на число, почленно додавати, підносити до 
натурального степеня: 
( ) ( ) )11(1177)11(991555 )11(mod1)1(7440152009
)11(mod1377)11(mod1955
)11(mod3277)11(mod9455
)11(mod2577)11(mod4355
)11(mod5497)11(mod3255
201201102010401440152009
210
55
44
33
22
≡≡≡≡⋅≡⋅≡
≡−≡+⋅=
−≡⋅≡≡⋅≡
≡⋅≡≡⋅≡
≡⋅≡≡⋅≡
≡≡≡≡
 
А тоді . )11(mod101975 20102009 ≡+≡+
Відповідь: остача 10. 
 
4.15. Якою цифрою закінчується число (((77)7)7)? 
Вказівка. Обчисліть остачу від ділення числа на 10. Виконайте 
покрокові обчислення, порівняйте проміжні результати: 
; ; ( )10mod377 ≡ ( )10mod737 ≡ ( )10mod377 ≡ . 
Розв’язання 2. ( )( ) 777777 77 ⋅⋅= ; оскільки ( )10mod771 ≡ , , 
, , то 
( )10mod972 ≡
( )10mod373 ≡ ( 10mod174 ≡ ) ( )10mod174 ≡n , , 
, . Лишилось встановити, до якого 
класу попадає число 7·7·7, для цього достатньо визначити, яку 
остачу дає це число при діленні на 4:  
, отже потрапляє до класу ; так 
як , тому відповідь: 3. 
( )10mod77 14 ≡+n
( )10mod97 24 ≡+n ( 10mod37 34 ≡+n )
)
)
( ) ( 4mod3174mod17 31 ≡−≡⇒−≡ 34 +k
( 10mod37 34 ≡+n
Відповідь: остання цифра числа є 3. 
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4.16. Знайдіть дві останні цифри числа (((79)9)9)? 
Вказівка. Число, утворене двома останніми цифрами числа n, 
— це остача від ділення n на 100. Проміжні результати: 
, , ( )100mod771 ≡ ( )100mod4972 ≡ ( )100mod4373 ≡ , ( )100mod174 ≡ , 
Відповідь: 07. 
 
4.17. Доведіть, що числа n і n3 дають однакову остачу при 
діленні на 6. 
Розв’язання 1. Використаємо властивості порівнянь 
(піднесення до натурального степеня): ( ) ( 6mod06mod0 3 ≡⇒≡ nn ); 
( ) ( )6mod16mod1 3 ≡⇒≡ nn ;            ( ) ( 6mod286mod2 3 ≡≡⇒≡ nn ) ;  
( ) ( )6mod3276mod3 3 ≡≡⇒≡ nn ;     ( ) ( 6mod4646mod4 3 ≡≡⇒≡ nn ) ; 
( ) ( )6mod51256mod5 3 ≡≡⇒≡ nn .  
Розв’язання 2. (дивись глава 2, приклад 2.5). 
 
4.18. Доведіть, що (а2n-b2n) (a+b), при будь-якому n N∈ . 
Вказівка. Доведіть, що (а2n-b2n) (а2-b2), використовуючи 
формулу з § 4, а тому (а2n-b2n) (a+b). 
 
4.19. Знайдіть яке-небудь натуральне число, яке дає остачу 1 
при діленні на 2, остачу 2 при діленні на 3, остачу 3 при діленні на 
4, остачу 4 при діленні на 5, остачу 5 при діленні на 6, остачу 6 при 
діленні на 7. 
Розв’язання. Дану умову задовольняє число (-1), але воно не є 
натуральним. НСК(2;3;4;5;6;7)=420. Тому ( )420mod4191≡−≡a . 
Відповідь: 419; 839; 1259; загальний вигляд (-1+420n), де n N∈ . 
 
4.20. Доведіть, що ( ) 723 7575 M+ . 
Доведення 1. ( ) ( ) ( )2532537575 2323 +=+ , а цей вираз ділиться на ( ) 3523 33 =+ , а тому ділиться на 7. Ми скористалися відомим фак-
том: ( ) )( baba nn ++ M  для довільного непарного Nn∈ . 
Доведення 2. Дослідимо, які остачі дають дані в умові степені 
чисел 2 та 3 при діленні на 7: 
( ) ( ) ( ) ( );7mod1137mod1273 252533 −≡−≡⇒−≡≡  ( ) ( ) ( );7mod1127mod182 252533 ≡≡⇒≡≡   
а тоді , що і треба було довести. ( 7mod01123 7575 ≡+−≡+ )
 
4.21. Доведіть, що при жодному цілому n число n2+3n+5 не 
ділиться на 121. 
Доведення. Для того, щоб число ділилося на 121=112, 
необхідно, щоб воно ділилося на 11. 
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Розглянемо усі можливі остачі від ділення указаного виразу на 
11  в залежності від того, яким є : n( ) ( )11mod55311mod0 2 ≡++⇒≡ nnn , тобто на 11 не ділиться;  
аналогічно: ( ) ( )11mod95311mod1 2 ≡++⇒≡ nnn ;  
( ) ( )11mod4155311mod2 2 ≡≡++⇒≡ nnn ;  
( ) ( )11mod1235311mod3 2 ≡≡++⇒≡ nnn ;  
( ) ( )11mod0335311mod4 2 ≡≡++⇒≡ nnn  – ділиться на11; 
( ) ( )11mod1455311mod5 2 ≡≡++⇒≡ nnn ;  
( ) ( )11mod4595311mod6 2 ≡≡++⇒≡ nnn ; 
( ) ( )11mod95311mod47 2 ≡++⇒−≡≡ nnn ; 
( ) ( )11mod55311mod38 2 ≡++⇒−≡≡ nnn ; 
( ) ( )11mod35311mod29 2 ≡++⇒−≡≡ nnn ; 
( ) ( )11mod35311mod110 2 ≡++⇒−≡≡ nnn . 
Маємо, що лише при Ζ∈+= ttn ,114  вираз ( ) 11532 M++ nn . 
Дослідимо подільність виразу на 121 при вказаному значенні n : 
33)1(1215331212188165)114(3)114(53 222 ++=+++++=++++=++ tttttttnn
 – не ділиться на 121 для усіх Ζ∈t . 
 
4.22. Доведіть, що рівняння х3-х=у2-2011у+2009 не має 
розв’язків у цілих числах. 
Доведення. Ліва частина х3-х=х(х2-1)=(х-1)х(х+1) є добутком 
трьох послідовних чисел, а тому ділиться на 3!, отже, ділиться на 
3. Покажемо, що права частина не ділиться на 3 при будь-якому 
цілому у: ( ) ( )3mod22012201220113mod0 2 ≡≡+−⇒≡ yyy  – не ділиться на 
3;   ( ) ( )3mod2201220113mod1 2 ≡+−⇒≡ yyy  – не ділиться на 3; 
( ) ( )3mod12006201220113mod2 2 ≡−≡+−⇒≡ yyy  – не ділиться 
на 3. 
 
§5. Десятковий запис числа. 
 
У десятковій системі числення значення кожної цифри 
залежить від позиції (розряду), в якій вона знаходиться. 
Наприклад, 32583=3·104+2·103+5·102+8·101+3·100, тобто число 32583 
складається з 3 десятків тисяч, 2 тисяч, 5 сотень, 8 десятків, 3 
одиниць. Такі системи числення, в яких значення цифри залежить 
від позиції, в якій вона знаходиться, називаються позиційними. 
 22
Оскільки в нашій системі числення усі числа можна подати за 
степенями числа 10, то вона називається десятковою; число 10 
називається основою системи числення. 
У загальному вигляді для десяткової системи можна записати: 
01
1
2
2
1
121 1010...1010... ⋅+⋅++⋅+⋅== −−− nnnnn aaaaaaaa . 
де а1,а2,…аn – цілі невід’ємні числа, які не перевищують 9, та 01 ≠a . 
Приклад 1.12. Знайдіть усі тризначні числа, які в 15 разів більші 
суми власних цифр. 
Розв’язання. Уявимо шукане число у вигляді abc . За умовою ( cbaabc ++⋅=15 ), тобто ( )cbacba ++⋅=++ 1510100 , або 
. З останньої рівності випливає, що , а тому і 
, тобто  або . Якщо 
cba 14585 =− ( ) 514 Mc
5Mc 0=c 5=c 0=c , то маємо: , або 
, що неможливо, оскільки 
ba 585 =
ba =17 9≤b , 0≠a . Відповідно, якщо 5=c , 
то в цьому випадку рівняння набуває вигляду , або 
. При  маємо 
514585 ⋅=− ba
1417 += ba 1=a 3=b ; якщо ж , то 2≥a 2014217 =−⋅≥b , 
чого бути не може. Отже, шукане число – це 135. 
 
Вправи до §5 
 
5.1. Ціле число а закінчується на 5. Доведіть, що а2 
закінчується на 25.  
Розв’язання. Нехай 510...5... 121121 +⋅== −− nn aaaaaaa , тоді ( ) ( ) )100(mod255510...2100...510... 2
100
121
2
121
2
121
2 ≡+⋅⋅⋅+⋅=+⋅= −−− 4444444 3444444 21
M
nnn aaaaaaaaaa . 
 
5.2. Знайдіть усі тризначні числа, які в 12 разів більші суми 
власних цифр. 
Розв’язання. Нехай шукане число abc , 0≠a . За умовою ( cbaabc ++⋅=12 ), тобто ( )cbacba ++⋅=++ 1210100 , або 
. Звідки , а тому і , тобто 011288 =−− cba 112 Mb 11Mb 0=b  та .  2211 MM cc ⇒
З рівності  маємо 01188 =− ca ac 8= , а тоді 8,1 == ca . 
Відповідь: 108. 
 
5.3. Припишіть до числа 123 справа дві цифри так, щоб 
отримане число ділилося на 36. 
Розв’язання. Нехай шукане число x123 , де х – двозначне число, 
тоді )36(mod24100123123 xxx +≡+⋅= , оскільки 243634112300 +⋅= . 
Число x123  буде ділитися на 36, якщо 24+х=36t, t Z∈ . Виберемо ті 
значення t, при яких число х буде належати проміжку [00; 99]. 
Отримаємо: х1=12; х1=48; х1=84. 
Відповідь: 12; 48; 84. 
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5.4. Чи існує таке натуральне n, щоб сума 1+2+…+n 
дорівнювала трицифровому числу з однаковими цифрами? 
Розв’язання. Нехай aaaaaaaan 37311110100...21 ⋅==+⋅+⋅==+++ , 
з іншого боку nnn ⋅+=+++
2
1...21  як сума арифметичної прогресії. 
Маємо }9,...,2,1{,373
2
1 ∈⋅=⋅+ aann , звідки ,3732)1( ann ⋅⋅=+⋅  оскільки 
ліва частина рівності є добуток двох послідовних натуральних 
чисел, а цифра 9≤a , то маємо єдину можливість: 371,32 =+⋅⋅= nan , 
а тоді . 6,36 == an
Відповідь: 666. 
 
5.5. Чи існує ціле число, яке при закреслюванні першої цифри 
зменшується: а) у 36 разів; б) у 40 разів? 
Розв’язання. а) Нехай таке ціле число а існує, тоді воно має 
принаймні дві цифри, а тоді: n
n
n aaaaaaa ...10... 2
1
121 +⋅== − . За умовою 
nn
n aaaaa ...36...10 22
1
1 ⋅=+⋅ − , звідки nn aaa ...3510 211 ⋅=⋅ − ; , ліва частина 
ділиться на 10, тоді  – парна цифра. Нескладно побачити, що 
якщо у правій частині взяти число, рівне 2, отримаємо 35·2=70, 
тобто перша цифра є 7. Наприклад, число 72 задовольняє умову. 
71Ma
na
б) Вказівка: отримайте рівність n
n aaa ...3910 2
1
1 ⋅=⋅ −  та покажіть, 
чому вона неможлива. 
Відповідь: а) існує, б) ні. 
 
§6. Ознаки подільності. 
 
Для того, щоб дізнатися, чи ділиться деяке натуральне число а 
на натуральне число b, можна просто розділити а на b (наприклад, 
«в стовпчик») і подивитись, чи дорівнює 0 остача. Однак, якщо 
число а велике, то таке ділення може виявитись занадто 
громіздким. У зв’язку з цим виникає питання: чи можливо, не 
виконуючи ділення, визначити за десятковим записом чисел а і b, 
чи ділиться а на b? У багатьох випадках відповідь на це питання 
виявляється стверджувальною. 
Ознака подільності на 2. Натуральне число ділиться на 2 
тоді і тільки тоді, коли його остання цифра ділиться на 2. 
Зауваження. Оскільки у формулюванні фігурують слова «тоді і 
тільки тоді», то ця ознака містить два твердження: 
1) якщо число ділиться на 2, то його остання цифра 
ділиться на 2; 
2) якщо остання цифра ділиться на 2, то і саме число 
ділиться на 2. 
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Спробуйте аналогічним чином сформулювати два твердження 
ознаки порівнювання за модулем m двох чисел  та  (теорема 
1.2).  
a b
Подібні формулювання мають і деякі інші ознаки подільності. 
Ознака подільності на 4. Натуральне число ділиться на 4 
тоді і тільки тоді, коли число, утворене двома його останніми 
цифрами, ділиться на 4. 
Ознака подільності на 8. Натуральне число ділиться на 8 
тоді і тільки тоді, коли число, утворене трьома його останніми 
цифрами, ділиться на 8. 
Ознака подільності на 5. Натуральне число ділиться на 5 
тоді і тільки тоді, коли його остання цифра ділиться на 5 (тобто 
рівна 5 або 0). 
Ознака подільності на 10. Натуральне число ділиться на 10 
тоді і тільки тоді, коли його остання цифра рівна 0. 
Ознака подільності на 25. Натуральне число ділиться на 25 
тоді і тільки тоді, коли дві його останні цифри – нулі, або 
утворюють число, яке ділиться на 25 (тобто 25, 50 або 75). 
Ознака подільності на 50. Натуральне число ділиться на 50 
тоді і тільки тоді, коли воно закінчується на 00 або 50. 
Ознака подільності на 100. Натуральне число ділиться на 
100 тоді і тільки тоді, коли дві його останні цифри – нулі. 
Ознака подільності на 3. Натуральне число ділиться на 3 
тоді і тільки тоді, коли сума його цифр ділиться на 3. 
Ознака подільності на 9. Натуральне число ділиться на 9 
тоді і тільки тоді, коли сума його цифр ділиться на 9. 
Ознака подільності на 11 формулюється дещо складніше. 
Ознака подільності на 11. Нехай S1 – сума цифр, що стоять в 
натуральному числі а на непарних місцях, а S2 – сума цифр, що 
стоять в натуральному числі а на парних місцях. Число а ділиться 
на 11 тоді і тільки тоді, коли (S1–S2) 11. 
Ознаки подільності на 3, 9 та 11 легко довести, використовуючи 
порівняння за модулем. Доведемо, наприклад, ознаку подільності 
на 3. 
Доведення. Оскільки 10≡1(mod 3), то 10n≡1n=1(mod 3) при будь-
якому n∈N. Тоді: 
≡⋅+⋅++⋅+⋅= −−− 011221121 1010...1010... nnnnn aaaaaaa  ( )3mod...1...11 121121 nnnn aaaaaaaa ++++≡+⋅++⋅+⋅≡ −−  
Ми отримали, що будь-яке натуральне число є порівнюваним із 
сумою своїх цифр за модулем 3, а це і означає, що число ділиться 
на 3 тоді і тільки тоді, коли сума його цифр ділиться на 3. 
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Із розглянутих ознак можна отримати ще декілька ознак 
подільності. Розглянемо, наприклад, ознаку подільності на 6. Легко 
бачити, що якщо число ділиться на 6, то воно ділиться на 2 і на 3. 
Навпаки, якщо число ділиться на 2 і на 3, то воно ділиться і на 6. 
Ознака подільності на 6. Натуральне число ділиться на 6 
тоді і тільки тоді, коли воно ділиться на 2 і на 3 одночасно. 
Аналогічним чином можна отримати багато нових ознак 
подільності, використовуючи ознаки, які сформульовані в цьому 
параграфі. 
Відмітимо, що існують і інші ознаки подільності (на 7, на 13, на 
19 та інші числа), але вони формулюються і доводяться більш 
складно, ніж розглянуті вище. Взагалі, використовуючи порівняння 
за модулем, можна вивести ознаку подільності на будь-яке 
натуральне число, однак більшість таких ознак виявляються дуже 
незручними в практичному застосуванні та мають більш 
теоретичне значення. 
 
Вправи до §6 
 
6.1. Доведіть сформульовані в цьому параграфі ознаки 
подільності а) на 5; б) на 8; в) на 11. 
Вказівка. а), в) Запишіть досліджуване число naaa ...21  у вигляді 
 і скористайтеся порівнянням за 
модулем 5; за модулем 11; б) запишіть число 
01
1
2
2
1
1 1010...1010 ⋅+⋅++⋅+⋅ −−− nnnn aaaa
naaa ...21  у вигляді 
nnnn aaaaaa 12
3
321 10... −−− +⋅   та скористайтеся порівнянням за модулем 8. 
 
6.2. Знайдіть усі числа виду 342185 yx , які діляться на 33. 
Розв’язання. Оскільки x  та  – цифри, то y }9,8...,,1,0{, ∈yx . Для 
того, щоб число ділилося на 33, необхідно і достатньо, щоб воно 
ділилося на 3 і на 11. Так як 3342185 Myx , то 
)3(mod0432581 ≡+++++++ yx , звідки )3(mod02 ≡++ yx  або 
}16,13,10,7,4,1{∈+ yx . Так як 11342185 Myx , то 
)11(mod0185234 ≡−+−+−+− xy , звідки )11(mod01≡++ yx , а тоді 
для суми маємо єдине значення: 10=+ yx . Відзначаємо, що при 
10=+ yx  дане нам число ділиться і на 3, і на 11. Маємо дев’ять 
можливостей для :; yx  .1,9;;...8,2;9,1 992211 ====== yxyxyx  
Відповідь: .1,9;;...8,2;9,1 992211 ====== yxyxyx  
 
6.3. Знайдіть усі числа виду yx534 , які діляться на 36. 
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Вказівка. Скористайтеся ознаками подільності на 4 та 9. 
Порівняйте проміжні результати: )9(mod03 ≡++ yx  або }15,6{∈+ yx  
та 45 My  або . }6,2{∈y
Відповідь: .6,9;6,0;2,4 332211 ====== yxyxyx  
 
6.4. До числа 15 припишіть зліва і справа по одній цифрі так, 
щоб отримане число ділилося на 15. 
Розв’язання. Мова йде про число 1515 Myx , x  та  – невідомі 
цифри, тому 
y
}9,8...,,1,0{, ∈yx , причому 0≠x . Для того, щоб число 
ділилося на 15, необхідно і достатньо, щоб воно ділилося на 3 і на 
5. А тому  і }5,0{∈y )3(mod051 ≡+++ yx , звідки )3(mod0≡+ yx . При 
 отримуємо ,0=y }9,6,3,0{)3(mod0 ∈⇒≡ xx ; так як 0≠x , то маємо 
пари (3; 0); (6; 0); (9; 0). При ,5=y  отримуємо 
}7,4,1{)3(mod1 ∈⇒≡ xx ; маємо ще три пари (1; 5); (4; 5); (7; 5). 
Відповідь: 3150; 6150; 9150; 1155; 4155; 7155. 
 
6.5. Знайдіть найменше число, яке ділиться на 4, у записі якого 
зустрічаються усі десять цифр. 
Розв’язання. Оскільки у записі числа зустрічаються всі десять 
цифр і воно найменше можливе, то мова йде про 10-цифрове 
число (оскільки будь-яке 10-цифрове менше за 11-, 12-цифрове і 
т.д.), а тому усі цифри повторюються рівно по одному разу.  
Число буде найменшим, якщо виписувати, починаючи з 
початку, найменші цифри, або, починаючи з кінця, – найбільші. 
Очевидно, не можна починати з нуля. Тому, найменше число, що 
містить усі 10 цифр, є 1023456789. Проте це число не ділиться на 
4. Почнемо виписувати найбільші цифри (починаючи з кінця) так, 
щоб число ділилося на 4 (в т.ч. на 2): якщо на останній позиції 
поставити найбільшу парну цифру, тобто 8, то перед нею має 
стояти якомога більша цифра з тих, що лишилися, щоб число 
ділилося на 4: це не може бути 9 (98 не ділиться на 4), не може 
бути 7 (78 не ділиться на 4), отже, це цифра 6. Дві останні цифри 
відомі – 68, а тому починаємо з кінця виписувати якомога більші 
цифри з тих, що лишилися, отримуємо число: 1023457968. Проте, 
якщо на останній позиції поставити цифру 6, то отримаємо менше 
число 1023457896. 
Відповідь: 1023457896. 
 
6.6. Доведіть, що число 1013210 Maaaa  тоді і тільки тоді, коли 
виконується умова рівності чисел: 3210 aaaa = . 
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Розв’язання. Запишемо число 3210 aaaa  у вигляді 32
2
10 10 aaaa +⋅  і 
використаємо порівняння за модулем 101:  , а тоді )101(mod1102 −≡
)101(mod)1(10 321032
2
103210 aaaaaaaaaaaa +−⋅≡+⋅= . 
Умова 1013210 Maaaa  рівносильна )101(mod03210 ≡aaaa , звідки 
отримуємо )101(mod0)1( 3210 ≡+−⋅ aaaa , або )101(mod3210 aaaa ≡ . 
Оскільки два числа порівнювані за модулем 101, то вони або рівні, 
або відрізняються на число, кратне 101. Враховуючи, що це 
двоцифрові числа, маємо єдину можливість: 3210 aaaa = . 
 
6.7. Доведіть, що число 993210 Maaaa  тоді і тільки тоді, коли число 
3210 aaaa +  ділиться на 99.  
Вказівка. Запишіть число 3210 aaaa  у вигляді 32
2
10 10 aaaa +⋅  і 
використайте порівняння за модулем 99. 
 
6.8. У натуральному числі  переставили цифри, в результаті 
чого воно зменшилося в 3 рази. Доведіть, що . 
a
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Розв’язання. Запишемо число naaaaa ...321= . Після перестановки 
цифр ми отримаємо деяке нове число з тими самими цифрами 
naaaab ′′′′= ...321 , причому }...,,,,{}...,,,,{ 321321 nn aaaaaaaa ′′′′= . За умовою 
, тому число , а це означає, що сума його цифр ділиться 
на три: 
ba 3= 3Ma
( ) ( ) 3...3... 2121 MM nn aaaaaa ′++′+′⇒+++ . Оскільки сума цифр 
числа b  ділиться на три, то число , а тоді число .  3Mb 93 Mba =
Оскільки число , то і сума його цифр ділиться на дев’ять: 9Ma
( ) ( 9...9... 2121 MM nn aaaaaa )′++′+′⇒+++ . Оскільки сума цифр числа  
ділиться на дев’ять, то число , а тоді число 
b
9Mb 273 Mba = . 
 
6.9. У натуральному числі a переставили цифри, в результаті 
чого отримали число b. Доведіть, що (а-b) 9. 
Вказівка. Використайте той факт, що суми цифр обох чисел 
однакові, а тому суми при діленні на 9 дають однакові остачі, а 
отже такі самі остачі дають і числа а і b, а тому різниця чисел 
. ( ) 9Mba −
 
6.10. Якщо у записі числа 3*4*5*0*28 замість зірочок у 
довільному порядку поставити цифри 2,3,4 і 5 (кожну – один раз), 
то отримане число поділиться на 36. Доведіть це. 
Вказівка. Використайте ознаки подільності на 4 і на 9. 
 28
Глава 2. Найбільший спільний дільник 
 
§1. Основні поняття 
 
Розглянемо два цілих числа a і b, хоча б одне з яких не 
дорівнює нулю. Виписавши всі їхні спільні дільники, можна знайти 
найбільший спільний дільник, тобто найбільше ціле число, яке є 
дільником як числа а, так і числа b. Найбільший спільний дільник 
чисел a і b позначається через НСД(a,b), або просто (a,b). 
Приклади: 
НСД(12,30)=6, НСД(7,–42)=7, НСД(15,22)=1, НСД(–10,–24)=2, 
НСД(18,0)=18. 
Особливо відмітимо, що НСД(0,0) не визначений. 
Аналогічно формулюється означення найбільшого спільного 
дільника трьох та більше чисел, хоча б одне з яких не дорівнює 0: 
це найбільше ціле число, яке є дільником всіх даних чисел. 
Приклади: НСД(91, –133, 28, –1001)=7, НСД(12, –18, 27)=3, 
НСД(83, 60, 10, 20)=1. 
Якщо НСД(a,b)=1, то числа a і b називаються взаємно 
простими. Один з прикладів взаємно простих чисел було 
наведено вище: 15 та 22. Ось ще декілька прикладів: 9 та 10; –4 та 
15; 55 та 87. 
Для трьох або більше чисел існують два різних означення. 
Означення 2.1. Цілі числа а1,а2,а3,...,аn називаються взаємно 
простими, якщо їхній найбільший спільний дільник дорівнює 1. 
Означення 2.2. Цілі числа а1,а2,а3,…,аn називаються попарно 
взаємно простими, якщо найбільший спільний дільник будь-яких 
двох чисел з цього набору дорівнює 1. 
Легко довести, що якщо n чисел (n≥3) є попарно взаємно 
простими, то вони є взаємно простими (пропонуємо читачеві це 
зробити самостійно). 
Обернене твердження невірне: так, наприклад, числа 6,10,13 є 
взаємно простими, (НСД(6,10,13)=1), але не є попарно взаємно 
простими, оскільки НСД(6,10)≠1. 
Означення 2.3. Найбільшим власним дільником числа  
називається такий його дільник, що не дорівнює a  і є найбільшим з 
усіх інших дільників числа . 
a
a
 
Вправи до § 1. 
 
1.1. Оберіть з наступних чисел всі пари взаємно простих чисел: 
14,18,21,35,45,60,78,99. 
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1.2. Чи вірне твердження, що якщо НСД(a,b)=НСД(b,c)=d, то і 
НСД(a,с)=d? 
Вказівка. Скористайтеся означенням НСД 2-х чисел та 
доведіть істинність твердження від супротивного за умов, коли 
(a;с) (0;0). ≠
 
1.3. Доведіть, що якщо НСД(a,b)=d, то НСД ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
d
b
d
a ; =1. 
Вказівка. Доведіть істинність твердження від супротивного, 
припустіть, що НСД ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
d
b
d
a ; >1, отримайте протиріччя з умовою. 
 
1.4. Яку найбільшу кількість однакових букетів можна скласти з 
182 білих та 312 червоних троянд (треба використати всі квіти)? 
Відповідь: 26 (яке обґрунтування розв’язання цієї вправи?). 
 
1.5. Знайдіть найбільше тризначне число а, для якого 
НСД(а, 648)=54. 
Розв’язання. Оскільки в умові йдеться про найбільше 
тризначне число і 999=54·18,5, то найбільше тризначне число, 
кратне 54, є  54·18=972. Так як 648=54·12, то НСД(972,648)>54, 
оскільки НСД ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
54
648;
54
972
=НСД ( ) 1612;18 ≠=  (дивись вправу 1.3), тому 
треба взяти менше число, яке кратне 54: 972-54=918. Перевірка: 
НСД(918,648)=54, оскільки НСД ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
54
648;
54
918 = НСД =1. ( )12;17
Відповідь: 918. 
 
1.6. Відомо, що аu+bv=1, де а,u,b,v – цілі числа. Доведіть, що 
НСД(а,b)=1. 
Доведення. Від супротивного: нехай НСД(а,b)=d>1, звідки аMd і 
bMd. Тоді (аu)Md і (bv)Md, а отже і (аu+bv)Md. Оскільки аu+bv=1, то 
1Md>1, приходимо до суперечності з умовою. 
 
1.7. Відомо, що au+bv=2, де а,u,b,v – цілі числа. Чи вірно, що 
НСД(a,b)=2? 
Відповідь: невірно, придумайте контрприклад. Вірним є 
висновок: НСД(a,b) 2. ≤
 
1.8. Сума двох натуральних чисел рівна 1045. Яке найбільше 
значення може приймати їх найбільший спільний дільник? Укажіть 
числа, про які йдеться у вправі. 
Розв’язання. Варіант 1045=0+1045; НСД(0, 1045)=1045 не 
підходить, оскільки доданки за умовою є натуральними. Оскільки 
1045=5·11·19, то найбільший власний дільник числа 1045 є 11·19, 
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тобто число 209. Тому найбільший спільний дільник двох доданків 
може приймати найбільшого значення 209. Числа можуть бути 209 
та 209·4; 209·2 та 209·3. 
Припустимо, що а+b=1045 і НСД(а,b)=d>209. Тоді а d і b d, 
звід
 і (418; 627). 
§2. Алгоритм Евкліда 
 
к шукати найбільший спільний дільник двох даних 
нат ь з  
,  
с
Д я н  
M M
ки (а+b)Md, тобто 1045Md>209, а тоді d=1045, маємо можливість 
а=0; b=1045 (або одне від’ємне, інше – додатне), що не 
задовольняє умови вправи. 
Відповідь: 209; (209; 836)
 
Я
урал них чисел? Можна, вичайно, діяти за означенням: 
виписати дільники цих чисел  виділити серед них спільні та 
вибрати серед всіх пільних дільників найбільший. Але цей спосіб 
можна запропонувати лише для зовсім невеликих чисел, оскільки 
він досить громіздкий: наприклад, навіть для числа 60 пошук всіх 
його дільників може зайняти декілька хвилин. А якщо треба знайти 
НСД(41450,3687135)? У таких випадках набагато ефективнішим є 
алгоритм Евкліда, який ми детально розберемо в цьому 
параграфі. ія алгоритму Евкліда базуєтьс  на наведе их нижче 
лемі та теоремі. 
Лема 2.1. Для будь-яких двох цілих чисел a та b, хоча б одне з 
яки
чисел 
a і b
b m 
(за 
ехай n – довільний спільний дільник чисел a–b і b. 
Тод
ина M спільних дільників a і b співпадає з 
мно
теорему, яка, фактично, є 
узаг
х не дорівнює 0, є вірною рівність НСД(a,b)=НСД(a–b, b). 
Доведення. Покажемо, що множина М спільних дільників 
 співпадає з множиною N спільних дільників чисел a–b і b. 
Нехай m – довільний спільний дільник чисел a і b. Тоді (a– )M
властивістю 1 з §1 глави 1), тобто m є спільним дільником 
чисел a–b і b. 
Навпаки, н
і a=((a–b)+b)Mn (за тією ж властивістю 1), тобто n є спільним 
дільником чисел a і b. 
Таким чином, множ
жиною N спільних дільників a–b та b; відповідно, і найбільші 
елементи цих двох множин (тобто НСД(a,b) та НСД(a–b,b)) 
співпадають, що і треба було довести. 
Сформулюємо і доведемо тепер 
альненням леми. 
Теорема 2.1. Нехай а=qb+r, a,b,q,r∈Z, причому хоча б одне з 
чисел a,b не дорівнюють нулю. Тоді НСД(a,b)=НСД(b,r). 
Доведення. За лемою виконаємо наступні переходи:  
НСД(a,b)=НСД(a–b,b)=НСД((a–b)–b,b)=НСД(a–2b,b)=… 
…=НСД(a–qb,b)=НСД(r,b)=НСД(b,r), 
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що і треба було
 натуральні числа a і b і необхідно знайти 
їх н
1)= , і
процес є 
ку найбільшого спільного дільника 
дво
н
 довести. 
Отже, нехай дано два
айбільший спільний дільник. Покладемо для визначеності, що 
ba ≥ . Поділимо з остачею а на b: нехай a=bq1+r1. За теоремою 2.1 
а записати: НСД(a,b)=НСД(b,rможн 1). Якщо r1=0, то 
НСД(b,r НСД(b,0)=b  в цьому випадку шуканий спільний дільник 
знайдено. Якщо ж r1≠0, то поділимо тепер з остачею b на r1: нехай 
b=r1q2+r2. За тією ж теоремою 2.1 маємо: НСД(b,r1)=НСД(r1,r2). 
Якщо r2=0, то шуканий найбільший спільний дільник дорівнює r1, 
якщо ж ні, то повторюємо описану процедуру, поділивши з остачею 
r1 на r2: 3321 rqrr +=  тощо. Оскільки b>r1>r2>... за означенням 
остачі, то скінченим, оскільки усі ri – невід’ємні числа 
(також за означенням остачі). 
Описаний алгоритм пошу
х натуральних чисел і має назву алгоритму Евкліда. 
Розглянемо його застосування а прикладі. 
Приклад 2.1. Наведемо приклад знаходження найбільшого 
спіл н
За алгоритмом Евкліда ма
Н 0, 39535)=НСД(39535, 1915)= 
Н  
Пр
ьного дільника, розв’язавши вправу, що була аведена на 
початку параграфа. Отже, треба знайти НСД(41450,3687135). 
Розв’язання. Виконаємо ряд ділень з остачею: 
3687135=41450·88+39535; 
41450=39535·1+1915; 
39535=1915·20+1235; 
1915=1235·1+680; 
1235=680·1+555; 
680=555·1+125; 
555=125·4+55; 
125=55·2+15; 
55=15·3+10; 
15=10·1+5; 
10=5·2. 
ємо: 
СД(3687135, 41450)=НСД(4145
СД(1915, 1235)=НСД(1235, 680)=НСД(680, 555)=НСД(555, 125)=
НСД(125, 55)=НСД(55, 15)=НСД(15, 10)=НСД(10, 5)=5. 
иклад 2.2. При яких значеннях n∈N числа 3n+1 і 5n+3 є 
вза
но леми 2.1: 
     
ємно простими? 
Розв’язання. Згід( ) ( ( )) ( ) =++=+−++=++ 5,1335,13 nНСДnnНСД 22,13133 nnНСДnn  
( )( ) ( ) ( )( )−−+−=+−=++−+ 1222,122,122,2213 nnnНСДnnНСДnnnСД=Н =
( ).4,1−= nНСД  
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Легко бачити, що НСД(n–1,4)=1 тоді і тільки тоді, коли (n–1) 2, 
тобто коли n – парне число.  
Відповідь: при n=2k, де k∈N. 
Зауваження. Алгоритм Евкліда можна застосовувати лише у 
випадку, коли обидва дані числа додатні. Тому, якщо одне (або 
обидва) з чисел a та b, найбільший спільний дільник яких треба 
знайти, від’ємне, то необхідно скористатися очевидною рівністю  
НСД(a,b)=НСД( ,a  b ), 
після чого застосувати алгоритм Евкліда до чисел  ,a b . 
Теорема 2.2. Якщо НСД(a,b)=d, то існують u,v∈Z такі, що 
au+bv=d. 
Доведення. Запишемо рівності, що відображають знаходження 
НСД(a,b) за допомогою алгоритму Евкліда: 
a=bq1+r1,
b=r1q2+r2,
3321 rqrr += ,
4432 rqrr += , 
…………. 
rn-4=rn-3qn-2+rn-2,
rn-3=rn-2qn-1+rn-1, 
rn-2=rn-1qn+rn, 
rn-1=rnqn+1. 
Остання ненульова остача – це і є найбільший спільний 
дільник чисел a і b: rn=НСД(a,b). Перепишемо ці рівності так, щоб 
кожна остача виражалася через дві попередні: 
r1=a–bq1,
r2=b–r1q2, 
r3=r1–r2q3, 
r4=r2–r3q4,
……………....... 
rn-2=rn-4 –rn-3qn-2, 
rn-1=rn-3 – rn-2qn-1 
rn=rn-2–rn-1qn. 
Підставивши в останню рівність вираз для rn-1, отримаємо 
формулу, що виражає rn  через rn-2 та rn-3: 
rn=rn-2–rn-1qn=rn-2–(rn-3–rn-2qn-1)qn=rn-2(1+qn-1qn)–rn-3qn. 
Аналогічно виразивши в отриманій рівності rn-2 через rn-3 та rn-4, 
отримаємо формулу, яка виражає rn  через rn-3 та rn-4. Потім 
виразимо rn-3 через rn-4 та rn-5 тощо. Таким чином ми дійдемо до 
вираження rn  у вигляді au+bv, де u та v – деякі цілі числа. 
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Приклад 2.3. Знайти НСД(1344, 272) та підібрати такі u і v, щоб 
НСД(1344, 272)=1344u+272v. 
Розв’язання. Використавши алгоритм Евкліда, маємо такі 
рівності: 
1344=272·4+256; 
272=256·1+16; 
256=16·16. 
Звідси маємо, що: 
НСД(1344, 272)=16=272–256·1=272–(1344–272·4)=(–1)·1344+5·272. 
Отже, u= –1 і v= 5. 
Наслідок з теореми 2.2. Якщо а і b – взаємно прості числа, то 
існують u,v∈Z такі, що au+bv=1. 
Розглянемо наступну важливу властивість найбільшого 
спільного дільника. Наприклад, випишемо всі спільні додатні 
дільники чисел 180 і 420: 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60. 
Легко бачити, що НСД(180, 420)=60. Помітимо, що цей 
найбільший спільний дільник ділиться на будь-який інший спільний 
дільник чисел 180 і 420. Природно поставити питання: цей факт 
випадковий чи є загальною закономірністю, яка виконується для 
будь-якої пари чисел? Розглянемо теорему, яка дає відповідь на 
це питання. 
Теорема 2.3. Якщо НСД(a,b)=d і існує таке число c, що aMc, bMc, 
тo і dMc. 
Доведення. За теоремою 2.2 існують u,v∈Z такі, що au+bv=d. З 
умов (au)Mс, (bv)Mс випливає умова d=(au+bv)Mс, що і потрібно було 
довести. 
Таким чином, найбільший спільний дільник будь-яких двох 
чисел (хоча б одне з яких не дорівнює нулю) завжди ділиться на 
будь-який інший спільний дільник цих чисел. 
Теорема 2.4. Якщо (аb)Mc і НСД(а,с)=1, то bMc. 
Доведення. За наслідком з теореми 2.2 існують u,v∈Z такі, що 
au+сv=1. Помноживши обидві частини цієї рівності на b, 
отримаємо: abu+bсv=b. За умовою (abu)Mc; крім того, (bсv)Mc; отже, 
і b=(abu+bсv)Mc, що і потрібно було довести. 
Теорема 2.5. Якщо ax=by (a,b,x,y∈Z) і НСД(а,b)=1, то х, у 
можна представити у вигляді х=bt, у=at, де t – деяке ціле число. 
Доведення. Розглянемо два випадки. 
1) b≠0. За умовою (ах)Mb, НСД(а,b)=1; отже, хMb (за теоремою 
2.4), тобто х=bt, де t∈Z. Тоді at
b
abt
b
axy === . 
2) b=0. Тоді а≠0 і початкове рівняння приймає вигляд ах=0, 
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звідки х=0. Оскільки НСД(а,b)=1, то а=±1. Тоді, вважаючи 
a
yt = , 
маємо: у=at, х=0=0·t=bt (число t є цілим, оскільки а=±1). 
Зауваження. Відмітимо, що не тільки всі цілочисельні розв’язки 
рівняння ax=by можна представити у вигляді х=bt, у=at, де t∈Z, але 
і, навпаки, всі числа виду х=bt, у=at, де t∈Z, є розв’язками рівняння 
ax=by (у цьому легко переконатися безпосередньою 
підстановкою). 
Приклад 2.4. Розв’яжіть у цілих числах рівняння 075 =+ yx . 
Розв’язання. Перейдемо від даного рівняння до рівносильного:  
yx 75 −= . 
Оскільки НСД(5,–7)=1, то за теоремою 2.5 всі цілочисельні 
розв’язки цього рівняння мають вигляд: 
tytx 5,7 =−= , 
де Zt∈ . 
Теорема 2.6. Якщо aMc, aMb i НCД(b,с)=1, то аM (bс). 
Доведення. За умовою a=qb, де q∈Z. Тоді (qb)Mс, НCД(b,с)=1; 
отже qMс (за теоремою 2.4), тобто q=kс, де k∈Z. Тоді 
а=qb=(kс)b=k(bс), звідки аM (bс), що і потрібно було довести. 
Приклад 2.5. Доведіть, що ( ) 63 Mnn − , якщо Nn∈ . 
Розв’язання. Розкладемо даний вираз на множники:  ( ) ( )113 +⋅⋅−=− nnnnn . 
Відмітимо, що n–1, n і n+1 – три послідовних цілих числа; одне з 
них ділиться на 3 і хоч би одне – на 2. Отже, і весь добуток 
ділиться на 3 і на 2, а отже за ознакою подільності на 6, і на 632 =⋅ , 
що і потрібно було довести. 
 
Вправи до § 2. 
 
2.1. Використовуючи алгоритм Евкліда, знайдіть найбільший 
спільний дільник чисел: 
а) 987654321 і 123456789;  б) 987654321 і 222222222; 
в) 111111 і 6666;   г) 54321 і 12345;      д) 86420 і 64208. 
Відповідь: а) 123456789;    б) 9;    в) 33;   г) 3;   д) 4. 
 
2.2. Від прямокутника 594x378 відрізують декілька квадратів із 
стороною 378, поки не залишиться прямокутник, у якого одна 
сторона менше 378. Від отриманого прямокутника знову відрізують 
квадрати із стороною, рівній меншій стороні цього прямокутника, 
доти поки це можливо, і т.д. Скільки квадратів якого розміру вийде 
в результаті таких операцій? 
Розв’язання. Застосуємо алгоритм Евкліда до указаних чисел, 
маємо: 
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216
1
378
378
594−      
162
1
216
216
378−      
54
1
162
162
216−      
0
3
54
162
162− . 
Таким чином, утвориться один квадрат розміру 378х378; один – 
216х216; один – 162х162; три 54х54. Всього 6 квадратів. 
Відповідь: 6 квадратів; у тому числі 1; 1; 1; 3 із сторонами, 
відповідно, 378; 216; 162; 54. 
 
2.3. Від прямокутника 423x162 відрізують декілька квадратів із 
стороною 162, поки не залишиться прямокутник, у якого одна 
сторона менше 162. Від отриманого прямокутника знову відрізують 
квадрати із стороною, рівній меншій стороні цього прямокутника, 
доти поки це можливо, і т.д. Скільки квадратів якого розміру вийде 
в результаті таких операцій? 
Відповідь: 9 квадратів; у тому числі 2; 1; 1; 1; 1; 3  із сторонами, 
відповідно, 162; 99; 63; 36; 27; 9. 
 
2.4. Доведіть, що НСД (а, b) = НСД (27а+16b; 5а+3b) для будь-
яких а,b∈Z. 
Розв’язання. Застосуємо алгоритм Евкліда, маємо: 
27а+16b=5·(5а+3b)+(2а+b); 5а+3b=2·(2а+b)+(а+b);  2а+b=1·(а+b)+а; 
а+b=1·а+b,  тобто   НСД (27а+16b; 5а+3b) = НСД (5а+3b; 2а+b) =  
= НСД (2а+b; а+b) = НСД (а+b; а) = НСД (а; b). 
 
2.5. При яких натуральних n будуть взаємно простими числа: 
а) 4n+9 і n+2; б) 11n+5 і 2n+3; в) 2n2+5n-5 і n+4? 
Розв’язання. Застосуємо алгоритм Евкліда, маємо: 
а) 4n+9 =4·(n+2)+1, звідки НСД (4n+9; n+2)= НСД (n+2;1)=1 при 
будь-яких натуральних n; 
б) 11n+5=5·(2n+3)+(n-10); 2n+3=2·(n-10)+23, звідки  
НСД (11n+5;2n+3)=НСД (n-10; 23)=1 при n-10≠ 23k або n 23k+10, 
k . 
≠
0N∈
в) Оскільки 
7
123
53
32
4
82
552
2
2
−−
−−
−
+
+
−+−
n
n
n
n
nn
nn
, то НСД (2n2+5n-5;n+4)=НСД (n+4;7)=1 при n+4≠ 7k 
звідки n 7k-4, k ≠ N∈ . 
Відповідь: а) n N∈ ;   б) n≠ 23k+10, k 0N∈ ;   в) n≠ 7k-4, k N∈ . 
 
2.6. Доведіть, що НСД (n5+n4+n3+2n2+n+1; n4+n3+2n+1)=1 при 
будь-якому n N∈ . 
Розв’язання. Застосуємо алгоритм Евкліда, маємо: 
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2
12
3
34
245
2345
+
+++
+++
+++++−
n
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, 
n
n
nn
n
n
nn
nnn
1
1
1
112
3
3
3
4
34
+
++
+
+
+
+++−
, 
1
1
23
3
n
n
n
n +− ,   
тоді НСД (n5+n4+n3+2n2+n+1; n4+n3+2n+1)=НСД (n4+n3+2n+1; n3+1)= 
=НСД (n3+1; n)=НСД (n; 1)=1 при будь-якому n N∈ . 
 
2.7. Знайдіть усі цілочисельні розв’язки рівнянь: а) 84х+133у=0;  
б) 91х-195у=0;  в) 42х-72у=0. 
Розв’язання. Застосуємо алгоритм Евкліда для відшукання 
НСД(84; 133), отримаємо: 133=84·1+49; 84=49·1+35; 49=35·1+14; 
35=14·2+7;  14=7·2+0  (ділення виконуємо в стовпчик: більше число 
ділимо на менше; далі менше число – на остачу від першого 
ділення; далі остачу від першого ділення – на остачу від другого і 
т.д.), маємо НСД(84; 133)=7. Тоді  від рівняння 84х+133у=0 
переходимо до рівносильного 12х+19у=0, причому НСД(12; 19)=1, 
а тоді х=19t; y= -12t;  t∈Z. 
Зауваження. НСД двох чисел можна шукати, розкладаючи 
числа на множники: 84=22·3·7; 133=7·13, а тому НСД(84; 133)=7. 
Відповідь: а) х=19t; y= -12t;  t∈Z; 
б) Вказівка: Перейдіть від рівняння 91х-195у=0 до 7х-15у=0. 
Відповідь: х=15t; y=7t; t∈Z.  
в) Відповідь:  х=12t; y=7t; t∈Z. 
 
2.8. Знайдіть найбільший спільний дільник всіх шестизначних 
чисел, складених з цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6 (без повторень). 
Розв’язання. Розглянемо будь-які 2 числа, наприклад, 123456 і 
123465, визначимо їхній НСД за допомогою алгоритма Евкліда: 
9
1
123456
123456
123465−    
3
66
15
64
13717
9
33
345612
    
0
3
3
9
9−  
Маємо, НСД(123456, 123465)=3. Очевидно, що усі шестизначні 
числа, у запису яких є рівно по одному разу 1, 2, 3, 4, 5, 6, діляться 
на три, оскільки сума цифр кожного числа 1+2+3+4+5+6=21M3. 
Відповідь: 3. 
 
2.9. Знайдіть найбільший спільний дільник всіх 9-значних 
чисел, складених з цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9  (без повторень). 
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Вказівка: Доведіть, що усі такі числа діляться на 9 (за ознакою 
подільності на 9: обчисліть суму цифр таких чисел) та розгляньте, 
наприклад, два числа 123456789 і 123456798, щоб показати, що 
НСД таких чисел не може бути більше, ніж 9. 
Відповідь: 9. 
 
2.10. При яких цілих n число (n2+2) ділиться на число (n+3)? 
Розв’язання. Зауважимо, що 3−≠n . Якщо число (n2+2) ділиться 
на число (n+3), то частка від ділення першого числа на друге є 
число ціле. Оскільки 
3
113
3
22
++−=+
+
n
n
n
n , то це число є ціле тоді і 
тільки тоді, коли . Число 11 є простим, а тому має 4 цілих 
дільники: , звідки маємо сукупність 4 рівнянь: n+3=1; n+3=-1; 
n+3=11; n+3=-11 та значення для n, відповідно, -2; -4; 8; -14 (усі 
задовольняють умову ). 
)3(11 +nM
11;1 ±±
3−≠n
Відповідь: -14; -4; -2; 8. 
 
2.11. При яких цілих n число (n3+5n2+2n+12) ділиться на число 
(n+5)? 
Вказівка. Виконайте ділення у стовпчик та отримайте 
5
22
5
1225 223
+++=+
+++
n
n
n
nnn . 
Відповідь: -7; -6; -4; -3. 
 
2.12. Знайдіть усі натуральні n, при яких (n4-22n2-46)M(n+5). 
Розв’язання. Виконаємо ділення у стовпчик:  
n4-22n2-46=(n+5)(n3-5n2+3n-15)+29, звідки 29M(n+5). Оскільки 29 – 
просте, то n+5 може набувати значень: ±1; ±29. Розв’язуючи 
сукупність 4 рівнянь та врахувавши, що за умовою n натуральне, 
маємо: n=24. 
 
2.13. Доведіть, що (m5-m)M30 при будь-якому m∈Z. 
Розв’язання 1. Використаємо відомий факт: добуток n 
послідовних цілих чисел ділиться на  n! (добуток 2 послідовних 
цілих чисел ділиться на 2; добуток 3 послідовних цілих чисел 
ділиться на 6 (див. приклад 2.5; добуток 4 послідовних цілих чисел 
ділиться на 24; добуток 5 послідовних цілих чисел ділиться на120, 
оскільки: 2!=1·2;  3!=1·2·3=6; 4!=1·2·3·4=24;  5!=1·2·3·4·5=120).  
Відзначимо, що 120M30, а тому спробуємо представити даний в 
умові вираз як добуток п’яти послідовних цілих чисел. 
Виконаємо перетворення: m5-m=(m4-1)·m=(m2-1)·(m2+1)·m= 
=(m-1)·m·(m+1)·(m2+1), маємо добуток 3 послідовних цілих чисел, 
не вистачає ще двох; очевидно, зручно до чисел 
(m-1); m; (m+1) 
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вибрати два числа, яке стоять одне – зліва, інше – справа від цих 
чисел, тобто (m-2); (m+2): 
(m-2); (m-1); m; (m+1); (m+2). 
Добуток (m-2)·(m+2)=m2-4, тому виділимо в останньому 
співмножнику вираз m2-4, маємо:  
m5-m=(m-1)·m·(m+1)·(m2+1)=(m-1)·m·(m+1)·((m2-4)+5)= 
=(m-1)·m·(m+1)·(m2-4)+(m-1)·m·(m+1)·5= 
=(m-2)·(m-1)·m·(m+1)·(m+2)+(m-1)·m·(m+1)·5, 
Перший доданок є добуток п’яти послідовних цілих чисел, а тому 
ділиться на 5!=120, 120M30; другий доданок є добутком числа 5 і 
виразу, який є добутком трьох послідовних цілих чисел, а тому 
ділиться на 3!=6, а тому увесь доданок ділиться на 5·6=30, отже 
уся сума ділиться на 30. 
Вказівка до розв’язання 2. Покажіть, що числа m5 і m дають 
однакові остачі при діленні на 2; 3; 5, покажемо, що вони дають 
однакові остачі при діленні на 5: усі числа при діленні на 5 дають 5 
різних остач, тому маємо 5 випадків:  
)5(mod00)5(mod0 55 ≡≡⇒≡ mm ;     ;  )5(mod11)5(mod1 55 ≡≡⇒≡ mm
)5(mod232)5(mod2 5 ≡≡⇒≡ mm ;     ;  )5(mod3243)5(mod3 5 ≡≡⇒≡ mm
)5(mod4411416164444)5(mod4 2255 ≡⋅⋅≡⋅⋅≡⋅⋅≡≡⇒≡ mm  – остачі чисел 
m5 і m однакові. 
Покажіть, що числа m5 і m  дають однакові остачі при діленні на 
2 та 3 самостійно. 
 
§3. Діофантові рівняння 
 
Діофантове рівняння – рівняння з раціональними 
коефіцієнтами, для якого поставлено завдання пошуку розв’язків в 
цілих або раціональних числах. 
Найпростішим діофантовим рівнянням є рівняння 
ах+bу=с 
де а,b,с∈Z і хоча б один з коефіцієнтів а,b не дорівнює нулю. 
Як за коефіцієнтами діофантового рівняння визначити, чи має 
воно цілочисельні розв’язки? І якщо має, то як знайти всі ці 
розв’язки? Відповіді на ці питання дають наведені нижче теореми. 
Теорема 2.7. Рівняння ах+bу=с, де а,b,с∈Z і хоча б один з 
коефіцієнтів а або b не дорівнює нулю, має розв’язки в цілих 
числах тоді і тільки тоді, коли сMНСД(а,b). 
Доведення. Доведемо необхідність; достатність буде 
автоматично випливати з подальшого викладу. 
Нехай рівняння cbyax =+  має розв’язки в цілих числах, і нехай 
 – довільний цілочисельний розв’язок цього рівняння. Тоді 
. За означенням аMНСД(а,b) і bMНСД(а,b); тоді і 
( 00 ; yx )
cbyax =+ 00
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( )M0ax НСД(а,b), НСД(а,b). Отже, і ( )M0by ( )M00 byaxc += НСД(а,b), що і 
треба було довести. 
Теорема 2.8. Якщо НСД(а,b)=1 і ( )00 ; yx  – деякий 
цілочисельний розв’язок рівняння cbyax =+ , то всі розв’язки цього 
рівняння в цілих числах мають вигляд: 
⎩⎨
⎧
+=
−=
atyy
btxx
0
0 , 
де t приймає всі можливі цілочисельні значення. 
Зауваження. Необхідно довести два твердження:  
1) якщо  – деякий цілочисельний розв’язок рівняння 
, то  можна представити у вигляді 
( 11; yx ) )cbyax =+ ( 11; yx btxx −= 01 , 
, де t∈Z; atyy += 01
2) для будь-якого t∈Z пара ( )atybtx +− 00 ;  є розв’язком рівняння 
. cbyax =+
Доведення теореми. 
1) Оскільки пари  та ( )00 ; yx ( )11; yx , є розв’язками рівняння 
, то cbyax =+ cbyax =+ 00  i cbyax =+ 11 , звідки 1100 byaxbyax +=+  або 
. За умовою НСД(а,b)=1, тоді (за теоремою 
2.5) , де t – деяке ціле число; значить 
, 
( ) ( 0110 yybxxa −⋅=−⋅ )
atyybtxx =−=− 0110 ,
btxx −= 01 atyy += 01 . 
2) Підставивши пару ( )atybtx +− 00 ;  в рівняння cbyax =+ , 
отримаємо: ( ) ( ) cbyaxabtbyabtaxatybbtxa =+=++−=+⋅+−⋅ 000000 . 
Отже, ця пара є розв’язком рівняння cbyax =+ . Теорему доведено. 
Таким чином, якщо відомий якийсь один розв’язок рівняння 
 (такий розв’язок називають частковим розв’язком), то 
можна записати і всі інші розв’язки. Але як знайти хоча б один 
частковий розв’язок? Якщо коефіцієнти рівняння малі за модулем, 
то цей розв’язок буває неважко підібрати (наприклад, легко бачити, 
що пари (1,–1) і (–2,3) є розв’язками рівняння 4х+3у=1). Але при 
великих значеннях коефіцієнтів добір розв’язків може виявитися 
нездійсненним завданням (спробуйте, наприклад, навести хоча б 
один розв’язок рівняння 121х–384у+716=0), тому необхідний метод, 
який дає можливість знайти частковий розв’язок при будь-яких 
значеннях коефіцієнтів. 
cbyax =+
Один з таких методів використовує алгоритм Евкліда, за 
допомогою якого можна представити НСД(а,b) у вигляді au+bv, де 
u та v – деякі цілі числа (теорема 2.2). В даному випадку 
НCД(а,b)=1, і, користуючись згаданим алгоритмом, можна 
підібрати такі цілі числа u та v, що au+bv=1. Тоді a(uс)+b(vс)=с; 
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отже, пара (uс,vс) є розв’язком рівняння cbyax =+ . 
Розглянемо знаходження часткового розв’язку і застосування 
теореми 2.8 на прикладі. 
Приклад 2.6. Розв’яжіть рівняння 8711 =+ yx  в цілих числах. 
Розв’язання. Знайдемо спочатку який-небудь частковий 
розв’язок даного рівняння. Для цього обчислимо НСД(11, 7): 
11=7·1+4 
7=4·1+3 
4=3·1+1 
3=1·3 
Отже, НСД(11, 7)=1; представимо цей НСД у вигляді 11u+7v: ( ) ( ) ( 37211721711724114741341 −⋅+⋅ )=−⋅⋅−=−⋅=⋅⋅−−=⋅−= . 
Тоді маємо: ( )( ) ( )24716113721188 −⋅+⋅=−⋅+⋅⋅= . 
Таким чином пара 24,16 00 −== yx  є частковим розв’язком 
даного рівняння. Отже, за теоремою 2.7 всі цілочисельні розв’язки 
даного рівняння мають вигляд tx 716 −= , ty 1124 +−= , де t∈Z. 
Теорема 2.8 дає розв’язки діофантових рівнянь для випадку 
НСД(а,b)=1. А якщо d=НСД(а,b)≠1? Тоді потрібно просто поділити 
обидві частини рівняння на d – отримається рівносильне 
початковому рівняння: 
d
cy
d
bx
d
a =⋅+⋅ . 
Оскільки сMd (в іншому випадку за теоремою 2.7 рівняння не 
має розв’язків у цілих числах), то всі коефіцієнти рівняння 
залишаться цілими, а оскільки НСД ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
d
b
d
a ; =1 (див. приклад 2.6), то 
до отриманого рівняння вже можна застосувати теорему 2.8. 
Дамо відповідь на питання – яка геометрична інтерпретація 
розв’язків у цілих числах рівняння cbyax =+ . Відзначимо, що 
графіком рівняння cbyax =+  є пряма (якщо хоча б один з 
коефіцієнтів а і b не дорівнює нулю). А тому розв’язкам у цілих 
числах цього рівняння відповідають ті точки прямої, обидві 
координати яких – цілі числа. 
Розглянемо ще один тип завдань, які розв’язуються за 
допомогою діофантових рівнянь. 
Приклад 2.7. Знайдіть загальну формулу чисел, що дають при 
діленні на 5 остачу 2, а при діленні на 7 – остачу 5. 
Розв’язання. За умовою шукане число а можна представити у 
вигляді а=5m+2=7n+5, де m, n Z∈ , Отже: 
5725 +=+ nm , або 375 =− nm . 
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Як нескладно бачити, пара 1,2 00 == nm  є частковим розв’язком 
цього рівняння. Тоді за теоремою 2.8 всі його цілочисельні 
розв’язки мають вигляд tntm 51,72 +=+= , де Zt∈ . Таким чином: 
( ) 1235272525 +=++⋅=+= ttma , де Zt∈ . 
 
Вправи до § 3. 
 
3.1. Чи мають дані рівняння розв’язки в цілих числах: 
а) 6х-16у=220;    б) 105х+42у=56? 
Розв’язання. а) НСД (6; 16)=2, причому 220M2, рівняння має 
розв’язки в цілих числах.  
б) НСД(105; 42)=21, проте 56 21, рівняння не має розв’язків у 
цілих числах. 
 
3.2. Розв’яжіть рівняння в цілих числах: 
а) 7х-5у = 1;               б) Зх+11у = 49;        в) 35х-42у+21=0. 
а) Розв’язання. Дослідження: оскільки НСД (7; 5)=1, то рівняння 
має розв’язки в цілих числах. Знайдемо частинний розв’язок 
нашого рівняння. Перепишемо рівняння 157 =− yx  у рівносильному 
вигляді 175 −= xy , звідки 
5
17 −= xy  або 
5
12;
5
125 −+=−+= xxyxxy . 
Оскільки yx;  - цілі, то 
5
12 −x  –  теж ціле, а тоді , а тоді ( ) 512 M−x
,512 tx =−  Zt∈ . Виразимо 
2
15 += tx , надамо t  цілих значень, 
очевидно, при 31 0 == xt . Підставимо 30 =x  у початкове рівняння, 
отримаємо , а тоді усі розв’язки є пари 40 =y ( )tt 74;53 ++ , Zt∈ . 
Відповідь: ++( )tt 74;53 , Zt∈ . 
Зауваження 1: Можна міркувати і інакше: з умови 
2
15 += t , де x
Ztx ∈,  випливає, що 12 += kt  (число непарне, чому?), а тоді 
Zkk ∈+== ,53
2
. Підст  kx ++ 1)12(5 авимо у вихідне рівняння замість
x  отриманий вираз, матимемо Zkkyyk ∈+=⇒=−+⋅ ,7415)53(7 . 
ження 2:  
Маємо той самий результат. 
Заува Нехай НСД ba; )=1. Якщо коефіцієнти a  або b  
рівняння cbyax
(
=+  нев ликі, нехай ля певності менши по 
модулю) кое іцієнт a  при 
е д й (
 ф x , тоді, надаючи невідомому  la l 
пос
y
лідовних цілих значень, обов’язково натрапимо на ціле 
значення 0x . 
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 б) Вказівка  Оскільки НСД (3; 11)=1, рівняння має розв’язки в .
цілих числах. Надаючи невідомому трьох послідовних цілих 
зна ад, -1; 0; 1, обов’язково натрапимо один раз на 
ціле р
y  
чень, наприкл
 значення 0x . Підставимо його у вихідне івняння, отримаємо 
0y . ( )tt 31;1120 +−− , Zt∈Відповідь: . 
) Вказівка. Оскільки НСД (35; 42)=7, 21 7, то рівняння має 
ціло е: 5х-
, 
в M
чисельні розв’язки. Скоротіть на 7, отримайт 6у+3=0. ( )tt 52;63 +−+−Відповідь: Zt∈ . 
 
3.3. Знайдіть усі натуральні n, для яких дріб 
5
27 +n  є скоротним. 
Розв’язання. Дріб буде скоротним, якщо НСД чисельника і 
знаменника більший від 1. Оскільки дільники знаменника 5, 
простого ч сла, є 1 і 5, то НСД оже бути рівним 5.  ( )и м Звідки 527 M+n  
або tn 527 =+ , Zt∈ . Маємо рівняння діофантове  275 =− nt . Надаючи 
ц них  значень, обов’язково один раз знайдемо 
ціле
n  ілих послідо  5в
 значення t . Наприклад, при 6,4 == tn . Усі розв’язки tt 76 += , 
,54 tn +=  Zt∈ . Оскільки за умовою Nn∈ , то Ntt ∈⇒≥ 0154+ . 
Відповідь: ,54 tn +=  0Nt∈ . 
 
3.4. Зн йдіть усі двозначні числа, які при діленні на суму своїх 
ь частку 5 і остачу 6. 
Запишемо умову задач , врахуємо,  остача менша від 
дільника: 
а
цифр дают
і що
6,65)( >++⋅+= babaab . Від умови 65)( +⋅+= baab  пере-
йдемо до рів ос  ,655н ті 10 ++=+ baba  )32(25 += ba ; права частина – 
число к литься на 4, тому можливі значення  a  є парне, я е не ді для
2; 6 имуємо . При 2=a  отр 6410 += b , звідки 1=b , проте отри  
чис вольняє умову задачі,  при діленні на 
сум
мане
ло 21 не задо оскільки
у цифр 2+1=3 дає частку 7. При 6=a  отримуємо 6430 += b , 6=b , 
число 66 задовольняє умову задачі: 6(66 65)6+= +⋅ . 
5. 
вигляд 
Відповідь: 66. 
 
3.5. Знайдіть загальну формулу чисел, що дають при діленні на 
24 остачу 17, а при діленні на 42 - остачу 
Розв’язання 1. З умови маємо, що шукане число має 
24m+17 та 42n+5, де m,n Z∈ , а тоді 24m+17=42n+5, звідки після 
спрощень маємо 4m-7n+2=0. Усі розв’язки даного рівняння 
описуються: m=3+7t, n=2+4t, t Z∈ . Шукане число 
24m+17=24(3+7t)+17 або 42n+5=42(2+4t)+5, тобто 89+168t, t Z∈ . 
Розв’язання 2. Числа 24 і 42 мають найменше спільне кратне 
НСК(24; 42)=168. Усі числа, які при діленні на 24 давали остачу 17, 
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тобто числа виду 24m+17, m Z∈ , при діленні на 168, будуть давати 
остачі, відповідно, 17; 17+24=41; 17+24·2=65; 17+24·3=89; 
17+24·4=113; 17+24·5=137; 17+24·6=161. 
Числа, які при діленні на 42 давали остачу 5, тобто числа виду 
42n+5, де n Z∈ , при діленні на 168, будуть давати остачі 5; 
5+42=47; 5+42·2=89; 5+4 ·32 =131.  
єЧисло, яке задовольня  обидві умови – це число, яке при 
діленні на 168 дає остачу 89, тобто число виду 89+168t, t Z∈ . 
Відповідь: 89+168t, t Z∈ . 
 
3.6. П’ять однакових ручок та сім однакових блокнотів 
коштують 63 гривні. Визначіть ціну ручки та ціну блокнота, якщо 
вони виражаються цілим числом гривень. 
Розв’язання. За умовою задачі складемо рівняння 5х+7у=63, 
очев и: х=7t; у=9-5идним розв’язком якого є х=0; у=9. Усі розв’язк t; 
t Z∈ . При t=0 розв’язок х=0; у=9 не задовольняє умову задачі (бо 
ціна
 грн. 
 у 
 ручки є число додатне); при t=1 маємо х=7; у=4; при усіх інших 
цілих значеннях t або х або у перетворюються на від’ємні числа. 
Відповідь: ціна ручки 7 грн., ціна блокнота 4
 
3.7. Для транспортування зерна є мішки по 60 кг і 80 кг. Скільки 
потрібно тих і інших мішків для перевезення: а) 420 кг; б) 2010 кг 
зерна. Мішки повинні бути повністю заповнені. 
а) Розв’язання. Нехай х; – число мішків місткістю 60 та 80 кг, 
відповідно. За умовою задачі складемо рівняння 60х+80у=420. 
НСД(60; 80)=20; причому 420M20, рівняння має розв’язки в цілих 
числах. Скоротимо на 20: 3х+4у=21; (7;0) – один з розв’язків; усі 
розв’язки х=7-4t; у=0+3t; t Z∈ . Оскільки значення невідомих – 
невід’ємні, то маємо дві можливості: при t=0 (7;0) та t=1 (3;3). 
Відповідь: є дві можливості: 7 мішків по 60 кг або
 і 3 мішки по 80 кг. 
 3 мішки по 
60 кг
б) Вказівка. Складіть відповідне рівняння та покажіть, що воно 
не має розв’язків у цілих числах. 
Відповідь: задача не має розв’язку у цілих числах. 
 
3.8. Авто вантажністю 7 тонн треба повністю завантажити 
контейнерами, що мають масу 250 кг та 120 кг. Як це можна 
зробити? Укажіть, скільки контейнерів кожного виду треба взяти. 
Розв’язання. За умовою задачі складемо рівняння 
250х+120у=7000. НСД(250; 120)=10; 7000M10, тому рівняння має 
розв’язки в цілих числах. Скоротимо на 10: 25х+12у=700; (28;0) – 
один з розв’язків; усі розв’язки х=28-12t; у=0+25t; t Z∈ . Значення 
невідомих – невід’ємні, отримаємо 3 можливості: при t=0 (28;0); t=1 
(16;25); t=2 (4;50). 
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Відповідь: є три можливості: або 28 контейнерів по 250 кг, або 
16 контейнерів по 250 кг і 25 контейнерів по 120 кг, або 4 
контейнери по 250 кг і 50 контейнерів по 120 кг. 
 
3.9. Скількома способами можна купити квитки вартістю 7 грн. 
50 коп. та 12 грн. на суму 115 грн. 50 коп.? Використати усі кошти. 
Указати всі варіанти. Скільки найбільше можна купити витків?  
Розв’язання. Маємо рівняння 750х+120
НСД(750; 1200)=
 к
0у=11550. Дослідження: 
1 є розв’язки в 
; один з 
50; 11550M150, тому рівняння ма
цілих числах. Скоротимо на 150, отримаємо: 5х+8у=77
розв’язків (17;-1); усі розв’язки х=17-8t; у=-1+5t; t Z∈ . Значення 
невідомих – невід’ємні: маємо обмеження: 
⎪⎧ ≥− t 0817
⎪⎩
⎨
∈
≥+−
Zt
t 051 звідки отримаємо 2 можливості: 
при t=1 (9;4), разом 13 квитків; t=2 (1;9), р
,   
азом 10 квитків.  
 олівці вартістю 
30 коп. та 1 грн. на суму 500 грн.? Використати усі кошти. Скільки 
найбільше можна купити олівців (яких)? 
Розв’язання. Маємо рівняння 30х+100у=50000. Дослідження: 
НСД(30; 100)=10; 5000 10, рівняння має розв’язки в цілих числах. 
Відповідь: 2-ма способами можна купити квитки: 9 квитків по 
7 грн. 50 коп. та 4 квитки по 12 грн. або 1 квиток по 7 грн. 50 коп. та 
4 квитки по 12 грн. Найбільше можна купити 13 квитків. 
 
3.10. Скількома способами можна купити
M
Отримаємо: 3х+10у=5000; один з розв’язків (0;500); усі розв’язки  
х=0-10t; у=500+3t; t Z∈ . З умови маємо обмеження: 
{ }0;1...;;165;166500
0
03500
010
−−−∈⇔⎪
⎪
⎨
⎧
−≥
≤
⇔
⎪
⎪⎨
⎧
≥+
≥−
tt
t
t
t
,  
3⎪⎩ ∈Zt
 
 (10; 493); (0; 500).  
 
Д
Отримаємо піс
 очевидний: оскільки 329218=329·1000+218·1, то 
⎪⎩ ∈Zt
отримаємо 167 можливостей: (1660; 2); (1650; 5); (1640; 8);…; 
(20; 494);
Відповідь: 167-ма способами можна купити олівці. Найбільше 
можна купити 1662 олівців, у тому числі 1660 олівців по 30 коп. і 2 
олівці по 1 грн. 
 
3.11. Скільки точок прямої 987х+654у=987654 з 
цілочисельними координатами лежить у першій координатній 
чверті?  
Розв’язання. Дослідження: Використовуючи алгоритм Евкліда, 
знаходимо НС (987; 654)=3; 987654M3, рівняння має розв’язки в 
цілих числах. ля скорочення: 329х+218у=329218; 
один з розв’язків
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пар зком; усі розв’язки х=1000-218t; у=1+329t; а (1000;1) є розв’я
t Z∈ . З умови маємо обмеження: 
{ }4;3;2;1;0,
1
109
644
03291
02181000
∈⇔∈
⎪⎪
⎪⎪⎨
⎧
−≥
≤
⇔
⎪⎩
⎪⎨
⎧
∈
≥+
≥−
tZt
t
t
Zt
t
t
. 
329⎩
Підс
г
при
н
 сім чисел 
при нях n: 61 (не ділиться на 7); 121 (не 
ділиться на 7); 181 (не ділиться на 7); 241 (не ділиться на 7); 301 
(діл
Розв’язання 2. Зведемо до рівняння: 7х=60у+1, один з 
роз   
 
тавляючи замість t отримані значення, маємо 5 точок з 
кординатами: (1000; 1); (782; 330); (564; 659); (346; 988); 
(128; 1317).  
Відповідь: 5 точок. 
 
3.12. На столі лежали книги. Їх намагалися зв’язувати в пачки 
по 2, по 3, по 4, по 5 і по 6 штук, але незмінно одна книга 
залишалася зайвою. Коли ж книги почали зв'язувати в пачки по 7 
штук, то зайвих кни  не залишилося. Яке найменше число книг 
могло бути на столі? 
Розв’язання 1. Очевидно, мова йде про число, яке ділиться на 
7, тобто число виду 7k, k∈N, але  діленні на 2; 3; 4; 5; 6 дає 
остачу 1, а тому при діленні на їхнє айменше спільне кратне 60 
теж дає остачу 1, тобто дане число має вигляд 60n+1, n∈N. Можна 
знайти це число перебором, перебравши щонайбільше
 послідовних значен
иться на 7). 
в’язків отримаємо, надаючи невідомому у сім послідовних цілих 
значень, поки не отримаємо ціле х: х=43 при у=5; тоді усі розв’язки 
мають вигляд: х=43+60t, у=5+7t, t 0N∈ , а шукане число: 7·(43+60t) 
або 60·(5+7t)+1, тобто 301+420t, t 0N∈ . За умовою задачі число 
повинно бути найменшим, його отримуємо при t=0: 301. 
Відповідь: 301 книга. 
 
. Розв’яжіть систему
=+
3.13  в цілих числах: ⎩⎨ =+−
−⎧
1234 zyx
. 
Розв’язання х
отр  
271012 zyx
. Виключимо невідому  із системи рівнянь, 
н ння, яке залежить від двох невідомих у; z. 
Роз офантове рівняння відносно у; z та підставимо 
отримані значення в х: 
имаємо рів я
в’яжемо ді
⇒
⎩ −⋅=+− )3(1234 zyx⎨
⎧ =+− 271012 zyx
36912
271012
⎩⎨ −=−+−
=+−
zyx
zyx⎧
⎪⎩ = 4x
⎪⎨
⎧
+−
+=
⇒ 123
1
zy
zy
. 
1: −=+−+ zy
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А тоді 
4
12)1(3 +−+= zzx , 1
4
+= zx . Оскільки х має бути цілим, то z має 
ділитися на 4: Zttxtytz ∈+=+== ,1;41;4 . 
Перевірка: ⎩⎨
⎧
=+−−+
=+−−+⇔⎩⎨
⎧
=⋅++−+
=⋅++−+
1812344
22840101212
142)41(3)1(4
247)41(10)1(12
ttt
ttt
ttt
ttt
. 
Відповідь: Zt
tz
ty
tx
∈
⎪⎩
⎪⎨
⎧
=
+=
+=
,4
,41
,1
. 
3.14. На числовій прямій червоним кольором ідмічені всі 
числа, кі при діленні на 24 дають остачу 17; синім кольором – всі 
числа, які приділенні  
в
я
 на 40 дають остачу 7. Знайдіть найменшу 
відс
ираз (24m-40n+10) 2, тобто d – парне 
чис мо, чи може бути d=2. Для цього достатньо 
пок і н
0 +10=2 або 24m-40n+10=-2. Розглянемо перше рівняння: 
24m
ісля нь, р =
в
тань між червоною та синьою точкою. 
Розв’язання. Маємо числа 24m+17 та 40n+7, m,n – цілі. 
Відстань між ними є d=|(24m+17)-(40n+7)| або d=|24m-40n+10|. 
Оскільки m,n – цілі, то в M
ло. Перевіри
азати, що існують розв’язки принаймн од ого рівняння з двох: 
24m-4 n
-40n=-8. Дослідження: НСД(24; 40)=8; -8M 8, тому рівняння має 
розв’язки в цілих числах. П  спроще имаємо: -3m+5n 1; 
один з роз ’язків (3; 2); усі розв’язки m=3+5t; n=2+3t; t
от
Z∈ .  
між якими відстань дорівнює двом, такі: 24(3+5t)+17=89+120t т  
40(2
Числа,
а
+3t)+7=87+120t, t Z∈ . 
Зауваження: Ми знайшли усі такі числа, відстань між якими 
мінімальна, тобто дорівнює двом, оскільки друге рівняння, про яке 
йшла мова у розв’язанні: 24m-40n+10=-2, не має розв’язків у цілих 
числах (дослідіть, чому?). 
Відповідь: 2. 
3.15. Знай і н тудіть ус а ральні числа , які задовольняють 
умові
Розв’язання. Відзначимо, що і 
m , n
 )1(20092 += nmn . 
n  )1( +n  
1>
взаємно прості. Дійсно, 
якби у них був спільний дільник , то d dkn 1= , , тоді dkn 21=+
)()1(1 12 kkdnn −=−+= , тобто є дільником , що суперечить 
нашому припущенню. А тоді і та
d  1
 2n   )1( +n  теж взаємно прості. 
Таким чином для заданої рівності повинні виконуватись такі 
умови: повинно ділитись на m  )1( +n , а на . Оскільки 
, то можливі два випадки: 
2009  2n
4172009 2 ⋅= 1=n  або . Розглянемо 
обидва випадки. При маємо 
7=n
1=n  401822009 =⋅=m . При маємо 
, звідки
7=n  
8200949 ⋅=m  328841 =⋅=m . Тобто рівняння має два розв’язки. 
Відповідь: та   )1;4018(   )7;328( .
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Глава 3. Прості числа 
 
Прості числа відігріють дуже важливу роль при вивченні 
цілих чисел: це своєрідні “цеглинки”, з яких складаються всі інші 
цілі числа. За допомогою розкладу на прості множники можна 
отримати наочні розв’язки різноманітних задач.  
У цьому розділі ми будемо розглядати лише натуральні 
числа, якщо не буде додаткових умов. 
 
§1. Основні поняття 
 
Поставимо питання: скільки дільників мають різні натуральні 
числа? Будь-яке число, більше 1, має принаймні два дільника: 1 
та саме це число. Деякі числа мають також інші дільники 
(наприклад, число 10 має ще дільники 2 і 5; число 9 має ще 
дільник 3). 
Означення 3.1. Числа, які не мають додатних дільників, крім 
одиниці і самого себе, називаються простими. Числа, які мають, 
крім одиниці і самого себе, ще хоча б один додатний дільник, 
називаються складеними. 
Одиниця не відноситься ні до простих, ні до складених чисел. 
Це означення можна сформулювати по-іншому. 
Означення 3.2. Числа, які мають тільки два додатних дільника, 
називаються простими. Числа, які мають більше двох додатних 
дільників, називаються складеними.  
Ознайомимось ще з одним цікавим поняттям, що пов’язане з 
простими числами. Числа-близнюки – два простих числа, різниця 
між якими дорівнює 2. Наприклад: 3 і 5, 5 і 7, 15 і 17, 1021 і 1023. 
 
Вправи до § 1. 
 
1.1. Нехай р та р+2 – два простих числа-близнюки (р>3). 
Доведіть, що (р+1)M6. 
Доведення. Оскільки за умовою р>3 і р – просте, то р – непарне, 
а тому (р+1) – парне, (р+1) 2. Оскільки добуток довільних трьох 
послідовних цілих чисел ділиться на 3!=6, а отже ділиться на 3, то і 
добуток р(р+1)(р+2)M3. Так як р – просте, р>3, то р не ділиться на 3; 
аналогічно, (р+2) – просте, (р+2) >3, (р+2) не ділиться на 3. З того, 
що добуток трьох чисел ділиться на просте число 3, а два 
співмножники на 3 не діляться, випливає, що на 3 ділиться третій 
співмножник: (р+1) 3. 
M
M
Так як (р+1)M2 і (р+1)M3, то (р+1)M6. 
 
1.2. Знайдіть усі прості числа р такі, що р+1 – повний квадрат. 
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Розв’язання. Оскільки р+1=х2, то х2-1=р, звідки (х-1)(х+1)=р. 
Добуток двох чисел дорівнює простому числу, отже, один із множ-
ник рівнює 1, маємо: ⎧ =⇔⎧ів (менший) до ⎩⎨ =⎩⎨ =+
=−
31 ppx
. Перевірка: 
3+1
а ний куб. 
       б) Знайдіть усі прості числа р такі, що р2-1 – повний куб. 
 р-1=х3, то х3
(х+1)(х2-х+1)=р. Маємо: ⎢
⎢
⎣
⎡
⎩ =+−
⎩⎨
⎧
=+−
=+
11
1
11
2
2
xx
pxx
x
. При розв’язанні сукупності 
сис и х=0, р=1 – не є простим; при х=1, р=2. 
2р+ ак як 
р – просте, то перший співмножник дорівнює 1 (другий не може 
бути 1), отже, m=1, р=13, а число х=3. 
’язання 2. З у р 3 3 ( 2
=++
⎩⎨
⎧
=++
=−
21
1
21
2
x
pxx
x
: 
пер
?
 я
то з . 
чис  від 2. 
211 xx
=22. 
Відповідь: р=3. 
 
1.3. а) Знайдіть усі прості числ  р такі, що р-1 – пов
а) Розв’язання. Оскільки +1=р, звідки:  
⎢⎢
⎢
⎨⎧ =+1 px
тем отримуємо: пр
Відповідь: р=2. 
б) Відповідь: р=3. 
 
1.4. Довести, що серед усіх цілих чисел виду 2р+1, де р – 
просте число, тільки одне є повним кубом. 
Розв’язання 1. З умови 2р+1=х3, х – число непарне, отже 
х=2m+1, m 0N∈ . Обчислимо (2m+1)3=8m3+12m2+6m+1, тоді  
1=8m3+12m2+6m+1, звідки р=4m3+6m2+3m=m(4m2+6m+3). Т
Розв мови 2 +1=х , 2р=х -1, 2р=(х-1) х +х+1). 
Маємо: 
⎢⎢
⎢
⎨⎧ =−12x
px
. При розв’язанні сукупності отримуємо із ⎢
⎢
⎣
⎡
⎩
шої системи при х=3, р=13; з другої – х не є цілим, що 
неможливо. 
 
1.5. Для двох натуральних чисел m,n відомо, що 33m=95n. Чи 
вірно, що їхня сума є складене число  
Розв’язання. Якщо m – парне, то з рівності 33m=95n випливає, 
що n – парне. А тоді сума m+n є число парне, не рівне 2 (сума двох 
натуральних чисел рівна 2, якщо обидва вони рівні 1, а такі 
значення не задовольняють рівність з умови); кщо ж m – непарне, 
n маємо, що і n – непарне А тоді сума m+n є  рівності 33m=95
о парне, відміннел
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Оскільки сума (m+n)M2, (m+n)>2, а тому є nm + числом 
складеним. 
Відповідь: вірно. 
 
1.6. Знайдіть усі прості числа р такі, що р+14 і р+16 теж є 
простими. 
Розв’язання. Розглянемо указані числа з точки зору подільності 
на 3: р+14≡р-1(mod 3), р+16≡р+1(mod 3).  серед чисел р-1; р; р+1 
одн
А
ся на три і є простим, отже, одне із чисел 
дорівнює і р+16 більші від трьох, тому лишається 
єди
л (3; 17; 19). 
к
чис
1 k=1, k=0. 
Отж простим. 
Пер
Умова виконується. 
о є простим і дорівнює 5. 
Знайдіть
. З умови m+n=97, m2–n2 – просте. Оскільки  
m2–n2=(m+n)(m-n) – просте, то менший множник  одиниці, 
а другий – просте число, відмітимо, що число 97 – просте. Маємо 
сис
е ділиться на 3. Ділить
 3. Числа р+14 
на можливість: р=3, тоді р+14=17 і р+16=19. Маємо єдиний 
набір чисе
Відповідь: (3; 17; 19). 
 
k+21.7. Знайдіть усі цілі невід’ємні k, для яких число 24 +1 є 
простим. 
Розв’язання. Виконаємо перетворення: 
24k+2+1=(22k+1)2+1=[(22k+1)2+12+2·1·22k+1]-2·1·22k+1=(22k+1+1)2-22k+2= 
=(22k+1+1)2-(2k+1)2=(22k+1+1-2k+1)(22k+1+1+2k+1). Дане число є простим 
тоді і тільки тоді, оли менший з множників дорівнює 1, а більший 
при цьому залишається простим лом. Маємо першу умову: 
22k+ k+ 2k+1 k+1+1-2 1=1, звідки 2 -2 =0, а тоді 2k+1(2k-1)=0 або 2
е, тільки при такому значенні k=0 число може бути 
евіримо, чи буде простим при k=0 другий множник: 
22·0+1+1+20+1=5. 
Відповідь: тільки при k=0 числ
 
1.8. Доведіть, що при усіх натуральних k число 24k+2+1 є 
складеним. 
Вказівка. Дивись вправу 1.7. 
 
1.9. Сума двох натуральних чисел дорівнює 97, а різниця їх 
квадратів – просте число.  ці числа. 
Розв’язання
 дорівнює
тему: 
⎩ =⎨
⎧ =⇔⎨⎧⎩ −=
=⇔⎨⎧ =− 9821 mnm⎩ =+ 48197 nmnnm
Відповідь: 49 і 48. 
49m
. 
 
1.10. Доведіть, що число 43421 776...77 - складене. 
2011
Вказівка. Покажіть, що сума цифр 7·2010+6 ділиться на три, а 
тому число ділиться на 3, є складеним. 
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1.11. Доведіть, що знайдуться 10 підряд складених чисел. 
Доведення. Нагадаємо, що n!=1·2·3·…·n, очевидно, що n!M2, 
n! 3 +4; 
11!+
ля яких q=р +3р+11 – теж просте 
чис
озв’язання. При р=2 число q=21 – не просте. При р=3 q=29 – 
 (p2-
1) 3
зв’язки (х; у) рівнянь, де х,у – прості 
чис -у=29;       г) х2-у2=22;    
;      є) х+3у=30. 
парності, тому з того, що 
вон що одне з них 2, а тому інше 19. 
сті (перевірте: якщо х,у – парні, вони 
оби ні, вони обидва парні; якщо х,у – 
різн
пар івмножників не може бути непарним, отже є 
пар
. Неможливо. 
розв’язків. 
ності. 
) Вказівка: Доведіть, що у 5, оскільки у – просте, то у=5, а 
тоді
ивись розв’язання е): х має ділитися на 3. 
я
і п
M , …, n!Mn. Розглянемо 10 послідовних чисел: 11!+2; 11!+3; 11!
5; …, 11!+10; 11!+11. Так як (11!+2)M2; (11!+3)M3;…; (11!+11)M11, 
то ці числа є складеними. 
 
1.12. Доведіть, що знайдуться 1000 підряд складених чисел. 
Вказівка. Розгляньте числа 1001!+2; 1001!+3; …;1001!+1001. 
 
1.13. Знайдіть усі прості р, д 2
ло. 
Р
просте число. При р>3, q=[(p2-1)+3(p+4)]M3, q>11, отже q – не 
просте. Доведення того, що при р – простому, де р>3, число
 дивись у главі 1 вправу 1.9. 
Відповідь: р=3, q=29. 
 
M
1.14. Знайдіть усі додатні ро
ла:   а) х+у=21;       б) х+у=35;       в) х
       д) х2-у2=21;      е) 5х-у=30
а) Розв’язання: Числа х,у – різної 
и прості, випливає, 
Відповідь: (2; 19) та (19; 2). 
б) Вказівка: Дивись розв’язання а). 
Відповідь: немає розв’язків. 
в) Вказівка: Дивись розв’язання а). 
Відповідь: (31; 2). 
г) Відмітимо, що х2-у2=(х-у)·(х+у), та те, що числа (х-у) і (х+у) – 
числа однакової парно
два парні; якщо х,у – непар
ої парності, вони обидва непарні). Оскільки добуток 22 є число 
не, то кожен із сп
ним, а тому їхній добуток має ділитися на 4, проте число 22 не 
ділиться 4
Відповідь: немає 
д) Вказівка: Дивись розв’язання г): числа х, у – різної пар
Відповідь: (5; 2). 
е M
 х=7. 
Відповідь: (7; 5). 
є) Вказівка: Д
Відповідь: немає розв’ зків. 
 
1.15. Довести, що н ри якому Nn∈  исла ,2 +n ,12 +n  12521 23ч +n  
ть бути простими. одночасно не можу
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Доведення: 
1. Очевидно, що при 1=n  друге число 51251232 M=+n , а тому не 
є простим, отже 1≠n . 
2. Якщо показник n  має непарні дільники иду в Nkk ∈+ ,12 , 
тобто Ntktkn ∈⋅+= ,,)12( , тоді перше число 
( ) ( )2 1212)12( =+ ++⋅+ tkkttkn стим, тому n  не 
непарних дільників
1211212 ++=+ M  – не є про  
може мати . 
3. Лишився один випадок, коли  – парне натуральне число, 
що н
их обставин т
2 +kkk  не можут
 дають остачі, відповідно, 1, 0, 2. 
Дос ає число пр
≡ 22,3 823 ≡≡=k
n
е має непарних дільників, тобто kn 2= .  
Покажемо, що і за ц ри числа 
1232,12 22 ++ ь бути одночасно простими. 
Числа 1; 123; 125 при діленні на 3
1252,
лідимо, які остачі д и );3(mod12,1
12 ≡=k  
при 1622,2 42
2 ≡≡=k
:,22 Nk
k ∈  
);3(mod1  )3(mod1116 22 ≡≡ .  при
Гіпотеза: )3(mod122 ≡k .  
Обґрунтування: при 1=k  – перевірили. Індукційне припущення: 
нехай твердження має місце при
k
 Nk . Покажемо )3(mod12: 2 ≡∈
істинність при :1+k  ( )22222 222 1 kkk == ⋅+ , з урахуванням індукційного
припущення маємо 
 ( ) )3(mod1122 2222 1 ≡≡=+ kk . Доведено. 
А тоді третє число )3(mod011252 2 ≡+≡+n  – ділиться на 3, а 
тому не є простим.  
Отже, при  бути 
одночасно простими. Твердження доведено. 
 усіх натуральних n  три числа не можуть
 
1.16. Доведіть, що якщо число р – просте і р>5, то або 
р2≡1(mod 30), або р2≡19 (mod 30). 
Вказівка: Запишіть усі натуральні числа: 30k; 30k±1; 30k±2; …; 
30k±14; 30k+15 та випишіть ті, які можуть бути простими (ті, які не 
діляться на 2,3,5). Тоді простими можуть бути лише 30k±1; 30k±7; 
30k±11; 30k±13. Піднесіть їх до квадрату і оцініть остачу від 
ділення на 30, наприклад: (30k±13)2≡ (±13)2≡169≡19 (mod 30) і т.д. 
 
§2. Розклад ості множники
 
 на пр  
асти у 
доб о ників, відмінних від 1 та а: а=bc, де 1<b<a, 
1<c<a. Якщо числа b і c прості, то ми отримали розклад числа а на 
прості множники. Якщо ж хоча б одне з них складене, то його теж 
Нехай дано деяке складене число а. Його можна розкл
уток двох мн ж
 52
мож
т  
  (подумайте, 
чом є
ножники: 
на розкласти на два множники. Якщо серед отриманих 
множників будуть складені, о розкладемо і їх, і так далі доти, доки 
не залишаться тільки прості множники n21
у це рано чи пізно станеться). У результаті отрима мо розклад 
числа а на прості м
ppp ...,,,
npppa ⋅⋅⋅= ...21 . Пояснимо цей 
ритм на пр
Приклад 3.1.
алго икладі. 
 Розк
Розв’язанн
ладіть число 180 на прості множники.  
я. 53253322153224522902180 22 ⋅⋅=⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅=⋅⋅=⋅= . 
п
за  
, 
21
1 ,
Зверніть увагу на те, що ми записали відповідь в канонічному 
вигляді: зібрали однакові прості множники і впорядкували всі 
рості множники по зростанню. 
У гальному вигляді канонічний розклад числа n  на прості 
множники має вигляд: 
m
mpppn
ααα ⋅⋅⋅= ...21 21
де p ...,,,  – різні прості числа, впорядковані по зростанню 
 
mpp
m2 ippp <<< ... ( )miN ≤≤∈ 1α . 
Відмітимо, що за необхідності можна доповнити канонічний 
розклад простими множниками, які не входять до розкладу числа 
n , записавши їх в нульових степенях (оскільки 10 =p  для будь-
якого Np∈ ); наприклад, в розглянутій задачі можна було подати 
задане число у вигляді добутку простих множників так: 
00022 13117532180 ⋅⋅⋅⋅⋅= . 
Тому можна вважати, що в розк аді числа n  на прості множники ( )miNi ≤≤∈ 10
л
α . 
Розглянутий вище алгоритм дає можливість розкласти будь-
яке ло на прості 
такий розк к д, в прикладі 3.1 можна було 
вид по-
 складене чис множники. Але постає питання: чи 
єдиний лад? Напри ла
іляти множники іншому: 36180 5 ⋅= . Можливо інша 
послідовність дій привела б нас о іншого результату? 
 на прості множники завжди 
и одного і того ж числа можуть ізнят ся 
лише порядком розташування но ників. Цей факт інтуїтивно 
здається очевид ує строгого доведення. Спочатку 
доведемо лему.  
Лема. Нехай qppp n ,...,,, 21  – сті числа і ( ) qppp n M
 д
Виявляється, ні. Розклад числа
єдиний; два розклад  відр и
м ж
ним, але потреб
про ⋅⋅⋅ ...21
Тод
. 
і хоча б одне з чисел nppp ...,,, 21  співпадає з q . 
Доведення. Якщо qpn M , то qpn = , інакше np  є складеним 
(чому?). Якщо ж p  не ділиться на q , то СД ( )qpn , =1 і тоді, 
оскільки (( n
Н
qppp n M⋅ ) )pn⋅⋅⋅ −21 ... , то 1 ( ) qpp n M121 ... −p ⋅⋅⋅  за теоремою 
2.4. Якщо , то qpn M1− qpn =−1 , і лему доведено; якщо ж ні, то 
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ана рлогічними мі куваннями отримуємо, що ( ) qppp n M221 ... −⋅⋅⋅  тощо. 
Продовжуючи міркування, ми або на одному з кроків отримаємо, 
що qp M  (отже, qp = , де ni ≤≤2i i ),  врешті решт  до 
того, що qp M1  (тоді qp = ). Лему доведено. 
або
 3.1. на теорема арифметики).
 прийдемо
1
Теорема (основ  Будь-яке 
натуральне число  за одиницю, розкладається в добуток 
ст т
ування розкладу для складених чисел було 
дов я у очеви
д я  а
 
де  і
, більше
про их множників єдиним (з очністю до порядку множників) 
способом. 
Доведення. Існ  
едено вище (дл простих чисел існування розклад дне). 
Доведемо єдиність розкладу. 
Нехай існують два розклади е кого числа  на прості 
множники:  
n ,n
nn
ppppppa βββααα ⋅⋅⋅=⋅⋅⋅= ...... 2121
2121
nppp ...,,, 21  – різні прості числа, які входять хоча б в один з 
двох розкладів числа а; ( )niNii ≤≤∈ 1, βα . 
Доведемо, що nn βαβαβα === ...,,, 2211 . Припустимо, що це не 
так і ii βα <   для
рості множники) і що 
 де го i. Можна вважати, що і=1 (це завжди 
можна зробити, якщо перенумерувати п
яко
11α < β . Тоді перепишемо наведену вище рівність у вигляді: 
n
n
ppppp βαβααα ⋅=⋅⋅⋅ −... 21132
21
 
n
pp ββ ⋅⋅⋅ ...3
3 . 
Оскільки 
n
32
111 ≥−αβ ,  права частин  отриманої рівності 
ділиться на ; тоді і лів астина ділиться а . Отже, за лемою 
сел , 
падає є, що 
рівн
то а
а ч  н1 1
хоча б одне з простих чи n які входять до розкладу 
лівої частини, спів з 1p  – маємо протиріччя. Це означа
p p
ppp ...,,, 32
ості nn βαβαβα === ...,,, 21  справе о , д  
 співпадають . 
 і інші доведен я еми арифметики. 
Приймемо без доведення таку еорему. 
21 дливі; таким чин м ва
записаних розклади . Теорему доведено
Існують н основної теор
т
Теорема 3.2. Нехай  
npppa αα ⋅⋅⋅= ...1 ,   pb β ⋅= 1
де pp ,
n
α 2
21
ββ ⋅⋅ ...2
21
, 
...,,  – різні прості числа, 
n
n
pp
n21 p ( )niNii ≤≤∈ 1, βα . В цьому 
вип тоді, коли ii βα ≥адку baM  тоді і тільки  для буд д 1 до 
n включно. 
Наслідок з теореми. Нехай npppa αα ⋅⋅⋅= ...21
1
, mqqqb βββ ⋅⋅⋅= ...21  
ь-якого і ві  
α
2 21
де ,  – прості числа, 
n m
nppp ...,,, 21 mqqq ...,,, 21 ( )niNi ≤≤∈ 1α , 
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( mjNj ≤≤∈ 1 )β . Тоді исла а і b взаємно прості тоді і тільки тоді, 
і
д 3.1
 ч
коли ні одне з чисел nppp ...,,, 21  не співпадає н  з одним із чисел 
mqqq ...,,, 21 . 
Прикла . ( ) 1,,, =∈ baНСДZba Нехай . Доведіть, що ( ) 1, =ba , для будь-яких 0, NsrНСД sr ∈ . 
Розв’язання. Нехай n
n
pppa ααα ⋅⋅⋅= ...21
21
, m
m
qqqb βββ ⋅⋅⋅= ...21
21
, де 
nppp ...,,, 21 , mqq ...,,, 21  – пр сті числа, ( )niNiq о ≤≤∈ 1α , ( )mjNj ≤∈ 1 ≤β . Так к я ( ), 1=baНСД , то за наслідком з теореми 3.2 
ні одне з исел npp ..,, 21 не співпадає ні з одним із чи  
qqq ...,,,
  ч .,  p сел
m2 . Розглянемо числа: 
nr
n
rr pppra ααα ⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅= ...21
21
, msss qqqsb βββ ⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅= ...21
21
. 
Оче
1
m
видно, що і в цьому випадку ні одне з чисел nppp ...,,, 21  не 
співпадає ні з одним із чисел mqqq ...,,, 21 . З цього ж наслідку 
випливає, що ( ) 1, =sr baНСД , для будь-яких 0, Nsr ∈ . 
Як визначити, дане число є простим чи складеним? Довести, 
що чис о є складеним іноді можна за опомогою ознак подільності 
або порівня
л  д
нь за модулем. Наприклад, 3547821 – складене число, 
оскі
ознаки подільності; 2 +1 – складене, оскільки 
льки воно ділиться на 3, в чому легко переконатися за 
допомогою 46
2 +1=2 2114 +⋅ +1≡16 1·2 2 +1≡1·2 2 +146 1 ≡0 (mod 5) (дивись приклад з 
остачами степенів числа 2). 
Ще один спосіб доведення того, о число є складеним, 
яга  е р ) 
наприклад: 999
о дане число є складеним, то, 
ймовірно, це число – просте. Щоб , що число а є простим, 
д ого простого дільника (крім 
сам
ві
щ
пол є в його розкладі на деякі (н  обов’язково п ості множники, 
1=10000-9=100 2 -3 2 =(100-3)(100+3). 
Якщо ж не вдалося показати, щ
 довести
треба перевірити, що у нього нема жо н
ого числа а). Але не обов’язково перевіряти всі прості дільники 
д 2 до а–1: наступна теорема дає можливість скоротити 
перевірку. 
Теорема 3.3. Будь-яке складене число а має простий дільник р 
такий, що р 2 ≤а. 
Доведення. Розкладемо число а на прості множники, 
впорядкувавши їх по зростанню:  
mpppa ⋅⋅⋅= ...21 , 
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де 
...  
роз
mppp ...,,, 21  – різні прості числа, впорядковані по зростанню 
pp <<1 m2 . Оскільки а – складене, то простих множників в його
ладі буде не менше двох; тоді 
p<
к
2
12121 ... ppppppa m ≥⋅≥⋅⋅⋅= , 
і
не 
 1p  – шуканий простий дільник числа a . 
Таким чином, для того, щоб впевнитися в тому, що деяке число 
a  є простим, достатньо перевірити, що воно не ділиться на жод
просте число, яке не перевищує a . Наприклад, для доведення 
того, що число 173 є простим, необхідно перевірити, що воно не 
ділиться на 2,3,5,7,11,13; подальша перевірка не потрібна, оскільки 
наступне просте число – це 17, а 17 2 >173. Оскільки 173 не ділиться 
ні на одне з простих чисел від 2 до 13, то 173 – просте число. 
 
Вправи до § 2. 
 
2.1. Розкладіть на прості множники числа: а) 2002; б) 2009; 
в) 2010. 
Відповідь: а) 2002=2·7·11·13; б) 2009=72·41; в) 2010=2·3·5·67. 
 
2.2. Визначте, скількома нулями закінчується число 50!. 
Розв’язання. Ми маємо 50!=1·2·3·4·5·…·48·49·50. Оскільки нас 
ціка
, з яким входить у розклад даного числа 2 та 5 (2·5=10). 
Вкажемо, як визначити кількість двійок, якщо у нас є ряд чисел: 
1,2, аному ряді є 
25 парних чисел, які дадуть, принаймні одну двійку у розклад 50!. 
Далі, кожне четверте число (4,8,12,16,…,44,48) дасть додатково 
ще 
2
 
3
на 24, 
тоб о дасть ще по одній двійці, таких чисел – 
1, о те 
чис  
час  0. Таким чином, маємо 
25+12+6+3+1=47 розкладі 50! 
лої ча
чис
вить кількість нулів у запису числа, то визначимо показник 
степеня
3,4,5,6,7,8,9,10,…,16,…,50. Оскільки 50:2=25, то у д
по одній двійці у розклад 50!; оскільки частка від ділення 50 на 
2  дорівнює 12, то таких чисел є 12. Далі, кожне восьме число (8, 
16, 24, 32, 40, 48) дасть ще по одній двійці у розклад 50!; таких 
чисел є 6, оскільки частка від ділення 50 на 2  дорівнює 6. 
Аналогічно, кожне шістнадцяте число дасть додатково ще по одній 
двій тільки, якою є частка від ділення 50 ці, таких чисел буде с
о 3. Кожне 32-те числт
скільки частка від ділення 50 на 25 дорівнює 1; кожне 64-
 таких чисел – 0, оскількило дало б ще по одній двійці, але
а 26 дорівнюєтка від ділення 50 н
двійок у 
Математично це записується з використанням ці стини 
ла: 
471361225...
222222 65432
=++++=+⎥⎦⎢⎣+⎥⎦⎢⎣+⎥⎦⎢⎣+⎥⎦⎢⎣⎥⎦⎢⎣⎥⎦⎢⎣ . 
Аналогічно, кількість п
505050 ⎡+⎤⎡+⎤⎡ 505050 ⎤⎡⎤⎡⎤⎡⎤
’ятірок у запису числа 50! є: 
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120210...
5
50
5
5050 ⎡⎤⎡+⎤
5 32
=++=+⎥⎦
⎤⎢⎣+⎥⎦⎢⎣⎥⎦⎢⎣
⎡ . 
Оскільки 50! 247, 50! 512 і не ділиться на 248; 5 , то у запису 50! 
мож  12-ма 
нул
 
рідш
ується число 300!. 
в
13M M
на утворити множник (2·5)12, а тому 50! закінчується
ями. 
Зауваження. Очевидно, п’ятірки у запису зустрічаються значно
е, ніж двійки, тому достатньо рахувати лише п’ятірки. 
Відповідь: 12 нулями. 
 
2.3. Визначте, скількома нулями закінч
74021260...Роз ’язання: 
555 432 ⎥⎦⎢⎣⎥⎦⎢⎣⎥⎦
300300300
5
300 =+++=+⎤⎡+⎤⎡+⎤⎢⎣
⎡+⎥⎦
⎤⎢⎣ . 
Дивись вправу 2.2. 
: 74 нулями. 
2.4. Визначте, що буде стояти у знаменнику дробу
⎡
Відповідь
 
 50100 53
!200
⋅  після 
його скорочення. 
Розв’язання: Визначимо кількість трійок та п’ятірок у запису 
200! (дивись вправу 2.2): 
97272266...
3333 432
+=+⎥⎢+⎥⎢+⎥⎢+⎥⎢
200200200200 =++⎤⎡⎤⎡⎤⎡⎤⎡ ; отже 397; ⎦⎣⎦⎣⎦⎣⎦⎣
4901840...
5
200
5
200
5
200
5
200
432 +++=+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ , отж  5=+ е
. 
: 
розкладі  присутні прості множники, 
від п и степенів, з яким входять у 
роз
49. 
А тоді у знаменнику після скорочення залишиться 33·51
Відповідь: 33·51. 
 
и числа а) 14!;  б) 224-1. 2.5. Розкладіть на прості множник
) Розв’язання: у  14! будутьа
2 до 13. Обчислимо оказник
клад 14! прості числа 2, 3, 5, 7, 11, 13: 
11013714141414 =+++=+⎤⎡+⎤⎡+⎤⎡+⎤⎡ , отже множни...
2222 432 ⎥⎦⎢⎣⎥⎦⎢⎣⎥⎦⎢⎣⎥⎦⎢⎣ к  2
11; 
5014...
333 32
=++=+⎥⎦⎢⎣+⎥⎦⎢⎣⎦⎣ , отже маємо 3
141414 ⎤⎡⎤⎡+⎥⎤⎢⎡ 5;  
202...
5
14
2 =+=+⎥⎤⎢⎡+ , маєм5 ⎦⎣⎥⎦⎢⎣ о 5
2; 14⎤⎡ 202...
7
14
7
14
2 =+=+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ , маємо 72; 
101...
11
14
11 2
=+=+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡+⎥⎦⎢⎣ , тому 11
14⎤⎡ 1; 101
13
14
3
14
2 =++⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ , тому  13...
1
=
.
1. 
Зауваження: Якщо число невелике, наприклад, 5!, то можна 
порахувати усе вручну, без застосувань формул, якщо велике, то 
щоб не помилитися, краще використовувати результати вправи 2.2  
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Відповідь: 14!=211·35·52·72·111·131. 
б) Розв’язання: Розкладемо на множники 224-1, наприклад, як 
різницю квадратів: 224-1=(212-1)·(212+1); далі використаємо 
формули різниці та суми кубів: 
224-1=[(24-1)·(28+24+1)]·[(24+1)·(28-24+1)]=15·273·17·241. 
Розкладемо отримані множники на прості: 15=3·5; 273=3·7·13; 
числа 17 і 241 є простими. Маємо розклад: 2 ·241. 
ідповідь: 2 -1=3 ·5·7·13·17·241. 
24-1=32·5·7·13·17
24 2В
 
2.6. Чи ділиться число 2)500(
!1000  на 11? 
!
 Розв’язання: Визначимо показник степеня, з яким входить
число 11 у запис 500! та 1000! (дивись вправу 2.2): 
980890...
11
1000
11
1000
11
1000
32 =++=+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ ; отже маємо 1198; 
490445...
111111 2
=++=+⎥⎦⎢⎣+⎥⎦⎢⎣+⎥⎦⎢⎣ , тому (500!)
500500500
3
⎤⎡⎤⎡⎤
2
і
⎡ 2M1198. Після 
ділення 1000! на (500!)  не залишиться 11. 
Відповідь: не ділиться. 
 
2.7. Нехай р – просте число, р≠2. Відомо, що а не д литься на 
р, b не ділиться на р, (а2-b2)Mpn, де n N∈ . Доведіть, що або (а+b)Mpn, 
або (а
2 2 2
жемо, що т  ділиться на p
-b) pn. 
Доведення. З того, що а -b2=(а-b)(а+b) і (а -b pn випливає, що 
(а+b)(а-b pn. Пока ільки один з множників
Припустимо, що обидва множники діляться на p у якомусь степені: 
- ( (
також ділиться н  р:  2b p). Оскі к ою
р≠2, то НСД(р,2)=1,  добуток 2а p, і перший множник 
з простим ч простий, випливає, що другий 
множник ділиться на р, отримали а p протиріччя з умовою. Отже, 
має p
 
на
 на те, що у задачі дві теореми: пряма 
і о
яму теорему 
дов
M
)M
)M n. 
(а+b)Mpk, (а b)Mpm. Тоді (а+b)Mp, а-b) p, а тому їхня сума різниця) 
а сума 2 p (різниця ль и за умов  
тоді з того, що
слом р взаємно 
M
 аM M
M
и
M
мо, що тільки один з виразів, або (а+b)Mpn, або (а-b)M n. 
2.8. Доведіть, що натуральне число, більше одиниці, є n-им 
степенем деякого натурального числа тоді і тільки тоді, коли всі 
показники степенів в його канонічному розкладі  прості 
множники діляться на n. 
казівка: Зверніть увагуВ
бернена. Доведення оберненої теореми спирається на 
властивості степеня з натуральним показником. Пр
едіть від супротивного.  
 
2.9. Нехай a,b,c N∈ , причому а2 =bc і НСД(b,c)=1. Доведіть, що 
b і c – повні квадрати. 
Розв’язання: Якщо b або с, або b і с одночасно, рівні 1, тоді 
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доведення
аємно прості, то однакових співмножників не може 
бути
 тривіальне. Нехай b і с не рівні 1, тоді їх можна 
записати у вигляді добутку простих співмножників, замітимо, 
оскільки b і с вз
: n
n
ppb αα ⋅⋅= ...1
1
, m
m
qqc ββ ⋅⋅= ...1
1
, де npp ...,,1 , mqq ...,,1  – різні прості 
числа, mn ∈Nββαα ;...;;;...; 11 . Тоді а 2 = ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ⋅⋅⎟⎠
⎞⎛ ⋅⋅ m
mn
qqpp n ββαα ...... 11
11
, скільки 
сере
о⎜⎝
д множників немає однакових, то за вправою 2.8, 
2;...;2;2;...;2 11 MMMM n mββαα , тобто tt 2;...;2 11 nn == αα ; rr 2;...;2 mm11 == ββ ,
m n  для m,n
 
де усі Nrrtt mn ∈;...;;;...; 11 , а тоді 
2
...1
1
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛= ⋅⋅ nt
n
t ppb , 
2
...1
1
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛= ⋅⋅ mr
m
r qqc  – 
повні квадрати. 
 
2.10. Чи може виконуватися рівність р 2= 2 N∈  і 
про
о  
н  
про
на іть число, половина якого – 
пов  л част  – куб 
нат частина – степінь 
нат
½n=х2; ⅓n=у3; 
 3 остачу – 0, означає, що це 
число при ділен є остачу 3 ( : 2k+1=3s – 
діофантове рівняння, його розв’язки k=1+3t, s=1+2t, t – ціле, а тоді 
число 2k+1=2(1+3t)+1=6t+3 або 3s=3(1+2t)=6t+3, тобто при діленні 
на 6 дає остачу 3). 
стого р? 
Вказівка: Перепишіть задачу справа наліво і застосуйте вправу 
2.9. Скористайтеся значенням простого числа (р не може бути 
квадратом натурального числа). 
Відповідь: неможливо. 
 
2.11. Сума цифр натурального числа дорівнює 12. Доведіть, 
що воно не є а) повним квадратом; б) повним кубом. 
Доведення. а) За ознакою подільності число ділиться а 3,
 2те не ділиться на 9=3 , а тому не може бути повним квадратом. 
б) За ознакою подільності число ділиться на 3; проте не 
ділиться на 27=33, оскільки не ділиться на 9, а тому не може бути 
повним кубом. 
 
2.12. З йд  найменше натурал неь  
ний квадрат натурального чис а, третя ина
урального числа, четверта  п’ята 
урального числа. 
Розв’язання: Запишемо число n з умови задачі: 
5¼n=z . Звідки nM2, nM3, nM4, тобто nM12.  
2Далі, з того, що nM12, n=2х  випливає, що хM2, хM3, звідки 
(оскільки нас цікавить найменше таке число) х=2k·3m, k,m∈N, тоді 
n=2х2, n=2·(2k·3m)2=22k+1·32m.  
З того, що n=22k+1·32m, n=3у3, маємо 3у3=22k+1·32m, звідки 
випливає, що у3=22k+1·32m-1 та (2k+1)M3, (2m-1)M3.  
Проаналізуємо умову: (2k+1)M3. Те, що деяке число при діленні 
на 2 дає остачу 1, а при діленні на
ні на 6 да перевірте
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Умова , що (2m-1 3, означає  2m-1)M ≡0 (mod 3) або 2m 1 (mod 3), 
т исло 2m має вигляд 
А тому наше число n=22k+1·32m має вигляд n=26t+3 ·36p+4, t,p
≡
обто ч 6p+4. 
∈N0. 
З того, що n=  6p+4, n=4z5, маємо 4z5=26t+3 ·36p+4, звідки 
z5=26t+1·36p+4 та (6t+1) 5, (6p+4) 5, причому t,p
26t+3 ·3
M M ∈N . Усі розв’язки 
зап
0
ишуться у вигляді: t=4+5q, q∈N0; p=1+5u, u∈N0. Найменші 
значення, що задовольн ють цим умовам є t=4, p=1. А тому шукане 
число n=2
я  
3 =25·32. 
у+2. 
3, звідки 
суку
6t+3 ·36p+4, відповідно, n=227·310. 
Перевірка: ½n=х2; ½n =226·310; х=213·35; 
⅓n=у3; ⅓n=227·39 ; у=29·33;    ¼n=z5 ; ¼n=225· 10;  z
Відповідь: шукане число 227·310. 
 
2.13. Знайдіть усі цілочисельні розв’язки рівнянь: 
а) y2 2       в) ху+11=х-3у;       г) х2+33=x ;       б) х+у=ху; -3ху=х-3
а) Розв’язання: Запишемо рівняння у вигляді: х2-у2=3
у  отримаємо (х- )(х+у)=33; оскільки за умовою х,у – цілі, то і їх 
різниця х-у та сума х+у є числа цілі. Число 33 можна подати у 
вигляді добутку цілих, враховуючи порядок слідування множників: 
1·33; 33·1; 3·11; 11·3; -1·(-33); -33·(-1); -3·(-11); -11·(-3), а тому маємо 
пність з восьми систем рівнянь: 
)16;17(
33
1 ⇒⎩⎨
⎧
=+
=−
yx
yx
;       )16;17(
1
33 −⇒⎩⎨
⎧
=+
=−
yx
yx
;          )4;7(
11
3 ⇒⎩⎨
⎧
=+
=−
yx
yx
;  
11⎧ =− yx 1⎧)4;7(
3
−⇒=y ;        ⎩⎨ +⎩⎨ +x −−⇒−= )16;17(33
−=− yx
)16;17(
1
33 −⇒⎩⎨
⎧
−=+
−=−
yx
yx
y
;     
x
; 
−x
)4;7(
11
3 −−⇒⎩⎨ −=+
−=
yx
y
;     )4;7(
3
11 −⇒⎨⎧ −=+
−=−
yx
yx
. ⎧ ⎩
Зауваження: розв’язання задачі можна було спростити, якщо 
помітити, що змінні х і у входять у парних степенях, а тому 
достатньо було розв’язати на множині натуральних чисел, та 
доповнити відповідь чергуваннями знаків розв’язку. 
Відповідь: (±17;±16); (±17;m16); (±7; ±4); (±7;m4). 
б) Вказівка: Представ
діть, що (х-1) і (у-1) –
те х+у=ху  у вигляді добутку (х-1)(у-1)=1 та 
дов  цілі, а тому можуть набувати значень ±1, 
так, щоб їхні добутки були рівні 1. Переберіть усі варіанти. 
+11=   вигляді
-4;15);(11;0); (-17;2);(-
тавте х2-3ху=х-3у+2 у вигляді добутку 
е
Відповідь: (2; 2); (0;0). 
в) Вказівка: Представте ху х-3у у  добутку  
(х+3)(у-1)=-14, обґрунтуйте, що (х+3) і (у-1) – цілі, а тому можуть 
набувати значень ±1, ±2, ±7, ±14, так, щоб їхні добутки були рівні -14. 
Переберіть усі варіанти (8). 
Відповідь: (-2;-13); ( 1;-6); (-5;8);(4;-1); (-10;3). 
г) Вказівка: Предс
 60
(1-х
Розв’яжіть 4 системи та виберіть розв’язки 
тих . 
До ада і 
у
глян и варіанти 1·4; 4·1; 2·2, 
отр ; (4;4). Перші два набори 
виз к, 
що 
)(3у-х)=2, обґрунтуйте, що (1-х) і (3у-х) – цілі, а тому можуть 
набувати значень ±1, ±2. 
систем, де х,у – одночасно цілі
Відповідь: (2;0); (-1;0). 
 
2.14. Знайдіть усі прямокутники, площа яких чисельно дорівнює 
їхньому периметру. Сторони виражаються цілими числами. 
Розв’язання: з ч складемо рівняння: х·у=2(х+у), де х і у – 
сторони прямокутника (нат ральні числа). Після перетворень 
отримаємо (х-2)(у-2)=4; роз увш  
имаємо для пар (х; у): (3;6); (6;3)
начають один прямокутник; останній визначають прямокутни
є квадратом. 
Відповідь: (3;6); (4;4). 
 
2.15. Розв’яжіть у натуральних числах систему: ⎩⎨
⎧
=+
=++
19
14
yzx
zyx
. 
Розв’язання: Виключимо змінну х, отримаємо діофантове 
рівн : яння другого степеня 6)1)(1(5 =−−⇔=−− zyzyyz . Оскільки за 
умовою змінні набувають розв’язавши 
суку
 натуральних значень, 
пність 4-х рівнянь, отримуємо для пар )3;4();4;3();2;7();7;2(:);( zy . 
Так як )(14 zyx +−= , обчислимо х, матимемо відповідь. 
Відповідь: (5;2;7); (5;7;2); (7;3;4); (7;4;3). 
 
2.16. Добуток трьох простих чисел в 11 разів більший за їхню 
суму. Знайдіть ці числа. 
Розв’язання: З умови маємо )(11 rqppqr ++= . Права частина 
діли 11. 
Вра
ться на 11, а тому і ліва частина теж ділиться на 
ховуючи, що числа є простими, це означає, що одне з них 
дорівнює 11. Не порушуючи загальності міркувань, нехай 11=p . 
Поділимо ліву і праву  11, мати : частини на мемо
qr 12)1)(1(11 =−−⇔++ rqrq= . Розв’язавши діофантове ів яння, 
виберемо прості розв’язки: ;21
р н
=q  131 =r  та ;32 =q  72 =r . 
Відповідь: числ  11; 2; а 13 або 11; 3; 7. 
 
2.17. Розв’яжіть у натуральних числах рівняння n +4mn=145. 
а доданки додатні, то кожен з 
них звідки 
3
Розв’язання: Застосуємо метод локалізації і перебору. Оскільки 
числа m,n є натуральними і обидв
 строго менший за 145, n≤5. Далі, n не може бути парним 
(бо тоді ліва частина ділиться на 2, а права – ні), n не ділиться на 3 
(бо  – ні), лишається 
пер
 
тоді ліва частина ділиться на 3, а права
ебрати: n=1; тоді m=36; n=5; тоді m=1. 
Відповідь: (1;36); (5;1). 
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2.18. Доведіть, що якщо 4-значне число n не ділиться на жодне 
просте число від 2 до 97, то n - просте. 
Вказівка: Скористайтеся теоремою 3.3, врахувавши, що корінь 
з найбільшого 4-цифрового числа задовольняє умову: 1009999 <  
(а отже, і корінь з меншого 4-цифрового числа менший за 100) і те, 
що исла 98, 99 – не прості. 
 
.19. Доведіть, що наступні числа є складеними: 
0094+4. 
м, а
ислом. Чис  д  є
15 (
, ц с и
формулою (х
ч
2
а) 32009+72010;       б) 212+715;        в) 22010+32008;       г) 2
а) Вказівка: доведіть, що кожен доданок є непарни   тому 
сума є парним ч ло ділиться на 2 і не орівнює 2, отже  
складеним числом. 
б) Розв’язання: 212+7 =[ 24)3+(75)3]M(24+75), а тому є число 
непросте  оскільки дільник більший від одини і. Ми користал ся 
3+у3)M(х+у). 
в) Розв’язання: 22≡ -1(mod 5), піднесемо до 1005-го степеня 
(2010=2·1005), отримаємо 22010≡ (-1)1005≡ -1(mod 5); 
32≡ -1(mod 5),  піднесемо до 1004-го степеня (2008=2·1004), 
отримаємо 32008≡ (-1)1004≡1(mod 5). 
А тоді сум  2а 2010+32008≡ -1+1≡0(mod 5), тобто дає остачу нуль 
при діленні на 5 (ділиться на 5). 
г) Розв’язання 1: Виділимо повний квадрат:  
20094+4=(20092)2+22=(2 2·2=(20092+2)2-(2·2009)2. 
Маємо різницю квадратів, після розкладу на множники отримаємо: 
200  
складеним скільки кожен з множників не дорівнює 1. 
 ня,
кін
.4
0092+2)2-2·2009
94+4=(20092+2-2·2009)·(20092+2+2·2009) – це число є 
, о
Розв’язання 2: 2009≡ -1(mod 5),  піднесемо до 4-го степе  
отримаємо 20094≡ (-1)4≡1(mod 5); а тоді 20094+4≡1+4≡0(mod 5), 
тобто вказаний вираз ділиться на 5. 
 
§3. Нес ченність множини простих чисел 
 
Теорема 3 . Множина прости н . 
Доведення. Припустимо зворотне: і всього m  різних 
простих чисел: mppp ...,,, 21 . Розглянемо число 1.
х чисел нескінчен а
снує 
..21 ⋅⋅= +⋅ mpp . pP
Очевидно, що ділиться на : якщо , то і число 
P  ділиться на , що невірно. Аналогічно можна 
показати, що исло не має 
жодного простого дільника. Проте цього не може бути, оскільки 
буд  м
н и ма 3.1). Отр  с р
потрібно було довести. 
P  не 1p 1pPM
1...21 =⋅⋅⋅− mppp 1p
 P  не ділиться на mppp ...,,, 32 . Отже, ч  P  
ь-яке натуральне число, більше за 1, ожна розкласти на 
прості м ожник  (теоре имали упе ечність, отже наше 
припущення невірне і множина простих чисел нескінченна, що і 
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Наведене доведення належить великому давньогрецькому 
математику Евкліду. 
Вправи до § 3. 
 Довести, що дл  
 
 
3.1. я довільного N∈  існує n m∈N , для якого ( ) 2317 +−m M n . 
дення. При діленні на і натуральні числа дають
оста 22 −− ++ nn . 
натуральних чисел виду нескінченно багато, то за принципом 
Дове 2+n  ус3  23 +n  
ч (скінченне число): ,2,1,0 K Оскільки 
m
Діріхле знайдуться Nmm ∈21, , 21 mm
13,23,
7  
≠ , такі, що 17m  та 27m  дають 
однакові остачі при діленні на 23 +n  (не порушуючи загальності 
міркувань, можна вважати, що 21 mm > ). А тоді різниця 2377 21 +− nmm M . 
Очевидно, що ⇔− +2377 nm 23) +17(7 2 −21m M nM , де 1 mmm −mm  2 . Оск= ільки 
найбільший спільний дільник 1)7,3( = , то і будь-які їхні натуральні 
степені також взаємно прості, тобто 1)7,3( 22 =+ mn . А тоді ( ) 2317 +− nm M .  
 
§4. Найменше пільне кратне с
 
Означення 3.3. Найменшим спільним  двох або
ше цілих чисел aaa ...,,, , які не дорівнюють нулю, 
кратним  
біль
). 
n21
називається найменше натуральне число, яке ділиться на всі ці 
числа. Найменше спільне кратне чисел naaa ...,,, 21  позначається 
через НСК( aaa ...,,, 21 n
Приклади: НСК(10,22)=110,  НСК(28,30)=420,  НСК(4,6,30)=60. 
5Теорема 3. . Нехай  n
n
pppa ⋅⋅⋅= ...1
21
,  n
n
pppb ⋅⋅⋅= ...21
21
, де 
nppp . .,,, 21  – ізні прості числа, 
ααα 2
р  
βββ
. ( )niNii ≤≤∈ 1, 0βα . Покладемо ( )iii βαγ ,min= , ( )iii βαδ ,max=  ( )ni ≤≤1 .  
Тоді ( ) n
n
pppbaНСД γγγ ⋅⋅⋅= ..., 21
21
,  ( ) n
n
pppbaНСК δδδ ⋅⋅⋅= ..., 21
21
. 
γγγ 1Доведення. За теоремою 3.2 число n
n
pppD ⋅⋅⋅= ...2
21
 є спільним 
дільником чисел a та b. Представимо  дільник d 
чисел a та b у вигляді = (інших простих множників 
у йо ки в цьому випадку він не буде 
 
довільний спільний
n
n
ppp ϕϕϕ ⋅⋅⋅ ...21
21
 d
го розкладі бути не може, оскіль
дільником чисел а і b). За теоремою 3.2 потрібно, щоб
виконувалися співвідношення ( )niiiii ≤≤≤≤ 1,, βϕαϕ , звідки ( ) iiii γβαϕ =≤ ,min ; тобто Dd ≤ , це і доводить, що D  – саме 
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най
удь-яких двох цілих чисел та 
спр
більший спільний дільник. Доведення другої рівності 
аналогічне. Пропонуємо читачам провести його самостійно. 
Наслідок. Для б a  b  
авджується рівність: ( ) ( )baНСbaНСДba , К ,⋅=⋅ . 
 інша.  
Теорема 3.6.
Доведення наслідку логічно випливає з доведеної теореми 3.5. 
Зауваження 1. Формула з наслідку має місце тільки для двох 
чисел, для трьох чисел вона
Зауваження 2. Теорему 3.5 можна узагальнити на випадок 
трьох і більше чисел. 
 Будь-яке спільне кратне двох чисел а і b ділиться 
на ї
оведемо теорему методом від супротивного. 
При
r<m. Оскільки М а, 
аналогічно b. Таким чином, r також є спі ним кратним чисел  і 
 спільне кратне. 
ою
) 42, 594 і 1008. 
=3465000. 
 Евкліда, знайдіть НСД 
вказ
х найменше спільне кратне. 
Доведення. Нехай m=НСК(а,b), M – довільне спільне кратне 
чисел а і b. Д
пустимо, що М не ділиться на m. Виконаємо ділення з остачею: 
M=qm+r, де 0< mMа, то і r=(М–qm)Ma, 
b і r<m, що суперечить тому, що m – їх найменше
M
rM ль  a
Відзначимо, що теорему 3.6 можна було довести і інакше – за 
допомог  теорем 3.2 і 3.5. 
 
Вправи до § 4. 
 
4.1. Знайдіть НСД і НСК чисел: 
а) 23 2 2 4·3 ·5·7 і 2 ·3·5 ·11;  б) 648 і 360;  в) 288 і 324;  г
2 СК=2а) Відповідь: НСД=2 ·3·5=60, Н
) Вказівка: Використовуючи алгоритм
3·32·54·7·11
б
аних чисел, а потім скористайтеся формулою, яка пов’язує 
НСД і НСК двох чисел. 
Відповідь: НСД=72; НСК=
72
360648 ⋅ =3240. 
в) Відповідь: НСД=36; НСК=2592.  
г) Розв’язання: знайдемо НСД перших двох чисел, потім НСД 
отриманого числа і 3-го числа: НС 008)=6; 
отже, НСД(42;594;1008)=6. 
Обчислимо НСК перших 2-ох чисел, тім НСК триманого 
2; 594)=
Д(42; 594)=6; НСД(6; 1
по  о
числа і 3-го числа: НСК(4 59442 ⋅
6
=4158.  
Для відшукання НСК(4158;1008), знайдемо спочатку їх НСД:  
НСД(4158;1008)=126, тоді НСК(4158;1008)=
126
10084158 ⋅ =33264 – це і 
є НСК усіх трьох чисел. 
еревірка: НСД (усі 3 числа діляться на НСД і отримані частки П
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взаємно прості): 168
6
1008;99
6
594;7
6
42 === , три числа (7,99,168) – 
взаємно прості, тому НСД знайдено правильно. 
НСК (НСК ділиться на усі числа і отримані частки взаємно 
прості): 33
1008
33264;56
594
33264;792
42
33264 === . Усі три числа (792,56,33) 
взаємно прості, тому НСК знайдено правильно. 
Відповідь: НСД(42;594; 001 8)=6, НСК(42;594;1008)= 33264. 
 
4.2. Знайдіть натуральні числа a та b, якщо відомо, що їхні 
НСД(a,b)=12 та НСК(a,b)=420. 
Вказівка: розкладіть на множники НСД і НСК. 
Відповідь: 12 і 420 або 60 і 84. 
 
4.3. Знайдіть натуральні числа a та b, якщо відомо, що частка 
від ділення їхньої суми на НСД(a,b) дорівнює 14 та НСК(a,b)=693. 
Розв’язання: Відмітимо, що числа a та b – різні, оскільки якби 
вони були однакові, то a=b=НСД(a,b) і частка від ділення (a+b) на 
НСД(a,b) була б рівна двом. Нехай, для визначеності число a<b. 
Поз
 
md, b=nd, m,n – натуральні, 
НСД
начимо через d=НСД(a,b), тоді a=
(m,n)=1 і m<n. З умови маємо 14=+=+=+ nm
dd
 та ще 
2
ndmdb
НСК
a
d
baba ⋅=),((a,b)=693=3 ·7·11, врахуємо, що НСК , отримаємо 
11732 ⋅⋅===⋅ mnd
d
ndmd
d
ba . Із системи: 
⎩⎨
⎧
⋅⋅=
⋅ =+
1173
14
2mnd
nm
, враховуючи, що 
усі невідомі є натуральними і m<n, маємо єдину можливість для m і n: 
m=3, n=11, а тоді d=3·7=21 і шукані числа: a=md, b=nd, відповідно, 
a=63, b=231. Перевірку правильності відповіді пропонуємо 
провести самостійно
 
на a
що числа  та b – різні; оскільки якби 
a=b, то їхня сума  парним числ . Нехай, для визначеності 
. 
4.4. Знайдіть натуральні числа a та b, якщо відома їхня сума 
667 і частка від ділення НСК(a,b)  НСД( ,b) дорівнює 120. 
Розв’язання: Відмітимо, a
ом була б
число a<b. Позначимо через d=НСД(a,b), тоді a=md, b=nd, m,n – 
натуральні, НСД(m,n)=1 і m<n. З умови отримаємо першу умову 
2923)(667 ⋅=+⇔=+ dnmba , звідки для d з’являються 4 можливості 
{1, 23, 29, 23·29}; та другу 1202 ==2 ⋅=⋅=   mnd
ndmd
d
ba
HCD
HCK .
При d=1, m+n=667, m·n=120, тобто m,n (за оберненою 
теоремою Вієта) є розв’язками квадратного рівняння  
х2-667х+120=0, проте це рівняння натуральних розв’язків не має. 
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Можна мірку ати і накше: нав ть якщо m=120 (  можливе 
натуральне, що задовольняє умову m·n=120), n=1, їхня сум
в і і , найбільше
а не 
мож у
 інше. 
е бути 667. Аналогічно, при d=23·29, отрим ємо, що m+n=1, 
неможливо, адже m,n – натуральні. При d=23, m+n=29, m·n=120, 
тоді m,n є розв’язками квадратного рівняння х2-29х+120=0, тобто 
m=5, n=24; числа a=115 та b=552. При d=29, m+n=23, m·n=120, 
відповідне квадратне рівняння х2-23х+120=0, звідки m=8, n=15; 
числа a=232 та b=435. 
Відповідь: 115 і 552 або 232 і 435. 
 
4.5. Відомо, що НСД(m,n)+НСК(m,n)=m+n. Доведіть, що одне з 
чисел m,n ділиться на
Доведення: нехай НСД(m,n)=d, тоді НСК
d
nmnm =),( . З умови 
має
⋅
мо 0))((0 =−−⇔=−−+⇔+=+ dndmndmdnmdnm
d
d , звідки 
випливає: або m=d, тобто НСД(m,n)= є, що nMm; або 
n=d, тобто СД(m,n)=n і тоді mM  У випад обидв  
 нулю, отримуємо: m=n=d, і твердження теж 
виконується, на чому завершується доведення. 
 
§5. Рівняння Піфагора 
 
Цей параграф прис ий пошу
2⋅nm
m, а це означа
Н n. ку, коли а
множники дорівнюють
вячен ку розв’язків в натуральних 
числах рівняння Піфагора: 
222 zyx =+  
(трійка чисел (а, b, с), що складає розв’язок цього рівняння, 
називається піфагоровою трійкою). Відомо, що якщо числа х, у, z 
задовольняють рівняння Піфагора, то трикутник зі сторонами х, у, z 
існує і є прямокутним; навпаки, для будь-якого прямокутного 
трикутника з катетами х, у і гіпотенузою z виконується 
спів
 й
я
ни  числах? У ц о у и
ь  ці розв’язки
я , ь-  ка ви kb,
де k – довільне на  
навпаки, якщо трійка  є розв’язком рівняння Піфагора 
відношення 222 zyx =+ . Найпростіший розв’язок рівняння 
Піфагора в натуральних числах – це (3, 4, 5) (прямокутни  
трикутник з катетами 3, 4 і гіпотенузою 5 називаєтьс  
єгипетським). Існують і інші розв’язки рівняння Піфагора, 
наприклад: (5, 12, 13). Але як знайти всі його розв’язки в 
натураль х ьому параграфі ми отримаємо ф рм л , 
що дают всі . 
Відмітимо, що якщо трійка натуральних чисел (а,b,c) є 
розв’язком рівнянн  Піфагора то і буд яка трій  ду (kа, kc), 
туральне число, також є його розв’язком. І 
(kа,kb,kc)
(а,b,c,k∈N), то і трійка (а,b,c) буде його розв’язком. Тому надалі 
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досліджуватимемо лише такі розв’язки (а,b,c), для яких 
НСД(а,b,c)=1. Такі трійки називаються примітивними. Решта всіх 
розв’язків отримуються з примітивних множенням а,b,c на одне і те 
не число. 
 
ж натураль
Лема. Нехай а,b,c – натуральні числа, які є розв’язками 
рівняння Піфагора, причому НСД(а,b,c)=1. Тоді одне з чисел а і b є 
парним, а інше – непарним. 
Доведення. Відмітимо, що числа а і b не можуть обидва бути 
парними, оскільки в цьому випадку ( ) 2Mbac 222 += , звідки 2Mc , що 
суперечить умові НСД(а,b,c)=1. Оскільки ( ) 22 42 tt =  i ( ) =+ 212t  ( ) 14144 22 ++⋅=++= tttt , то квадрат парного числа дає при діленні на 
4 остачу а квадрат непарного числ  – остачу . Отже, числа а і b 
не можуть обидва бути непарними, оскільки в цьому випадку ( )4mod211222 ≡+≡+= bac , а це неможливо Таким чино , одне з 
чисел а і b –
 0, а 1
. м
, що і потрібно було довести.  парне, а інше – непарне
Теорема 3.7. Нехай а, b, c – натуральні числа, які є розв’язками 
рівняння Піфагора, причому НСД(а,b,c)=1 і а – непарне число. Тоді 
існують взаємно прості натуральні числа u і р кі, 
що u>v і  
v ізної парності та
⎨
⎧
+= 22
22
vuc
,
⎪⎩
⎪ =
−=
2uvb
vua
. 
Доведення. Згідно леми, b – парне число, оскільки а – непарне. 
Число c 2  є непарним, як сума непарного числа a 2  і парного b 2 . 
Отже, і c – непарне. Перепишемо рівність a 2 +b 2 =c 2  у вигляді ( ) ( )acacb −⋅+=2 . Оскільки а і c – непарні числа, то (с+a)M2, (c–а)M2. 
Покладемо c+а=2q, c–а=2r  b=2s, де q, r, s – деякі натуральні 
числа. Тоді рівність ( ) ( )acacb −⋅+=2  запишеться у вигляді 
( ) rqs 222 2 ⋅= , або rqs ⋅=2 . Числа q і r є взаємно простими. Дійсно, 
якщо припустити, що q і r мають спільний простий дільник р, то і 
числа cacacrq ++ =−+= aarq =cac −−+=−  ляться   i також ді  на
22 22
р; тоді і ( ) pacb M222 −= , звідки bMp (оскільки р – просте число). 
Отримуємо, що числа а, b, c мають спільний простий дільник р. А 
це суперечить умові НСД(а,b,c)=1. Отже, q r – взаємно прості; 
тоді з рівності rqs ⋅=  за основною теоремою арифметики 
і 
що q повні квадрати: 
2
випливає, і r – 22 , vruq == ,  де Nvu ∈, . 
Маємо: 
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⎪⎩
⎨
+==
=⋅==
22
222
vurqc
uvqrsb . 
Нерівність u>v очевиднa: адже c+а>с–а, тобто 2q>2r, або q >r, 
звідки u
⎪⎧ −=−=
22 vurqa
+
>v , або (оскільки u, v2 2 ∈N) u>v. Покажемо тепер, що числа 
u i v взаємно прості і мають різну парність. Якщо d=НСД(u, v)≠ 1, то 
a=(u 2 –v 2 )Md, b=(2uv)Md, c=(u 2 +v 2 )Md, тобто НСД(а,b,c)≠ 1, що супе-
речить умові. Якщо ж u,v мають однакову парність, то (u–v)M2, 
звідки а=((u–v)(u+v))M2 – суперечність з умовою. Теорему 
доведено. 
Доведемо обернену теорему. 
а 3.8.Теорем  Нехай u прості натуральні числа 
різн
чис
справедливість рівності 
a +
, v – взаємно 
ої парності, причому u>v. Тоді числа ,vua −=  ,2 vucuvb +==  
є примітивним розв’язком рівняння Піфагора, причому а – непарне 
22 22
ло. 
Доведення. Перевіримо спочатку 
22 cb = . Дійсно: 2 ( ) ( ) ( )222222222 2 vuuvvuba +=+−=+ . 
Непарність числа а випливає з того, що а=(u–v  
числа u–v і  (оскіль  ,  за умовою мають різну 
пока ати, що трій  є примітивною 
(тобто НСД(a,b,c)= пустимо, a, b, c мають спільний простий 
дільник р. Відмітимо, що 
 )(u+v), а обидва
 u+v непарні ки u v
парність). Залишилося з ка (а,b,c)
 1). При
р≠ 2 (адже а – непарне); отже, u або v 
ділиться на р, оскільки b=(2uv)Mp i p – просте. Покладемо для 
визн 2 2аченості, що uMр; але тоді і v =(u –a)Mр, звідки vMp. Отриманий 
езультат суперечить взаємній простоті чисел u, v. Аналогічно 
можна розглянути випадок, коли vMp.  Теорему доведено. 
Тео еми 3.7 і 3.8 говорять лише про примітивні розв’язки 
рівняння 
р
р
Піфагора. Проте на підставі цих теорем можна зробити 
остаточний висновок про загальний вигляд розв’язку рівняння 
Піф
Теорема 3.9.
агора. 
 Множина натуральних розв’язків рівняння 
Піфагора задається формулами: ( ) ( )2222 ,2, vukckuvbvuka +⋅==−⋅=  
 ( ) ( )22 vu22 ,,2 kcvukbkuva +⋅та =−⋅==
де k – довільне натуральне число; u, v – довільні взаємно прості 
льні числа різної парності такі, що
Доведення теореми безпосередньо випливає з теорем 3.7 і 3.8 
, що всі розв’язки рівняння іф ора випливають з 
ивних трійок множенням а, b, c  і те ж натуральне 
 
натура  u>v. 
і того П аг
приміт на одне
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чис
, 
кол , b – парним. Друга с і
ки, а –
ло. 
Відзначимо, що при k=1 перша серія розв’язків описує випадок
и а є непарним числом ер я розв’язків 
відповідає випадку, коли, навпа  парне, b – непарне. При k≠ 1 
обидва числа а і b можуть бути парними, наприклад: а=6, b=8, 
с=1
и до § 5.
я а, ,c) к розв’язок 
 чисел а
м k±1, або
0. 
 
Вправ  
 
5.1. Доведіть, що кщо трійка ( b с ладає рівняння 
Піфагора, то 
а) хоч би одне з , b кратне 3; 
б) хоч би одне з чисел а, b кратне 4; 
в) хоч би одне з чисел а, b, c кратне 5. 
Доведення. а) Від супротивного. Нехай числа а, b не кратні 3, 
тоді вони ожуть бути записані 3  ⇒±≡ )3(mod1a )3(mod12 ≡a , 
аналогічно, ,  тоді 22 ≡+≡+ ba а це 
неможливо, бо що 3(mod1 2 ≡± c , і
)3(mod12 ≡b а  )3(mod211 , 
як )3(mod1)⇒≡c  з 222 cba ≡+  
отримуємо (mo12 ≡ , а ц  так; якщо 3(mod 2 ≡c , 
то маємо , що теж не в уєтьс Отже, идва числа 
а, b не можуть ма вигля 3k±1, а  і означає, що  би одне з 
них
ьому параграфі: 
b
va
od
 
якщ ⎩ ±≡v
)3d е не а )⇒0≡c
)3
)3(mod0
(mod02 ≡ икон я.  об
ти д  це  хоч
 має вигляд 3k, тобто ділиться на 3. 
б) Скористаємося формулами, виведеними у ц
u 22
⎩⎨
⎧
=
−=
uv2
 два), 
тоді bM4; якщо обидва u і v – непарні, тоді їхня сума і різниця є 
числа парні, а тому 4)()(
22
22 M321321
MM
vuvuvua +−=−= . 
. Якщо хоч би одне з чисел u чи v – парне (чи оби
в) Скористаємося формулами: 
⎪⎩
⎪⎨
⎧
+=
=
−=
22
22
2
vuc
uvb
va
. Якщо хоч одне з 
чисел u чи v ділиться на 5, то bM5 і доведення закінчено.  
Якщо )5(mod011
(m1
)5(mod1 22 ≡−≡−⇒⎩⎨
⎧
±≡
±≡
vu
v
u
, тобто аM5; 
u
)5
якщо )5(mod044
)5(mod2
)5(mod2 22 ≡−≡−⇒⎩⎨
⎧
±≡
±≡
vu
v
u
, аM5; 
о )5(mod041
)5(mod1 22 ≡+≡+⇒⎨⎧ ±≡ vuu , сM5. )5(mod2
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5.2. Укажіть до ілочисельного 
прямокутного трикутника а) 7;  б) 18. 
яння; 
вжини всіх сторін якого-небудь ц
, один з катетів якого рівний:  
Розв’язання. а) маємо 7))((722 =+−⇔=− vuvuvu , vu > . 
Отримали діофантове рівн оскільки Nvu ∈, , то різниця  менша
за суму, а тому маємо єдину можливість: .
3
4
7
1
⎩⎨
⎧
=
=⇔⎩⎨
⎧
=+
=−
v
u
vu
vu
 А тоді 
сторони: 7; 24; 25.  
б) маємо 2 можливості 1822 =− vu  або 182 =uv . Перше рівняння 
не має розв’язків у цілих числах (якщо припустити, що воно має 
розв’язки у цілих числах і врахувати, що vuvu +− ;  - однакової 
парності, тоді маємо, що їхній добуток або або ділиться  непарний, 
на 4, у нас добуток - число 18 4). Отже, 182 =uv , 9=uv , НСД 1),( =vu , 
vu > . Маємо єдину можливість: 1,9 == vu . А тоді сторони: 80; 18; 82.  
 
5.3. Укажіть довжини сторін всіх цілочисельних прямокутних 
трикутників, у яких довжина гіпотенузи не перевищує 20. 
Розв’язання. Маємо 2022 ≤+= vuc , . Використаємо метод 
локалізації 
vu >
і перебору 4, ≤> uvu . Маємо можливості: 
u  v  22 uvb 2=vua −= 22 vuc +=  
2 1 3 4 5 
3 1 8 6 10 
3 2 5 12 13 
4 1 15 8 17 
4 2 12 16 20 
Відповідь: (3;4;5); (8;6;10); (5;12;13); (15;8;17); (12;16;20). 
 
5.4. Н о вираз (n – ціле число): 
↔n
а дошці написан
↔n12↔n11↔n10↔n9
 у т
ий розпочинає гру першим, прагне 
зав  
, а тоді ±(n4-n2)=±n(n3-n 6, 
ана
; n та n ; n12 та n , 
дру
аким чином усі 
дод
 1  двох Чи  деякої
числа стати рівними. 
+2+…+6)+2n=6k, або 3k-n=10,5. 
8↔n7↔n6↔n5↔n4↔n3↔n2↔n. 
Двоє аку гру: вони по черзі роблять один  гравців грають хід, 
ставлячи замість одного знака ↔ знак «+» або «-». Гравець, який 
ходить другим, прагне, щоб отриманий вираз після 12 ходів 
ділився на 6, а гравець, як
адити цьому. Вкажіть виграшну стратегію другого гравця.
Розв’язання: Нагадаємо, що ±(n3-n)M6 )M
логічно ±(n5-n3)=±n2(n3-n)M6, ±(n6-n4)M6 і т.д. Згрупувавши умовно 
елементи по два: n3 та n; n4 та n2; n5 та n3; … 11 9 10
гий гравець ставить елементові умовної пари протилежний 
знак до того, який знак поставив перший гравець. Т
анки будуть ділитися на 6. А тому другий гравець виграє.  
5.4. На дошці виписані числа 1, 2, 3, 4, 5, 6. Дозволяється 
додавати по лише до  чисел.  можуть після  
кількості додавань всі 
Відповідь: Ні, це неможливо: (1
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Глава 4. Комплексні числа 
Поняття про комплексні числа з’явилося в середині XVI століття у зв’язку зі 
спро у, яка б виражала корені кубічного бами математиків того ча у де жати формулс о р
рівняння через його коефіцієнти. 
У 1545 році була видана книга «Велике мистецтво, або про алгебраїчні 
перетворення», в якій Дж. Кардано (1501–1576) опублікував формулу для коренів 
кубічного рівняння, відкриту його сучасниками С. дель Ферро (1465–1526) і 
Н. Тарталья (1500–1557). Виявилось, що у випадку  кубічне рівняння має три , коли
дійсних корені, у формулі Кардано з’являться квадратні корені з від’ємного числа. 
Квадратні корені з від’ємних чисел назвали уявними числами. В «Алгебрі» 
італійського математика Р. Бомбеллі у 1579 році було показано, що обчислення 
виразів, які містять квадратні корені з від’ємних чисел, за певними правилами дає 
можливість отримувати достовірні результати. Уявні числа стали широко 
використовуватися при розв’язуванні рівнянь. 
На межі XVIII та XIX століть К.Ф. Гаусс докладно дослідив уявні числа  назвав їх ,
комплексними числами; він дав їм геометричну інтерпретацію і довів основну 
теорему алгебри, яка стверджує, що кожний многочлен, степінь якого не менше 
одиниці, має хоча б оди  корінь, дійсний або комплексний (1799). н
У теперішній час комплексні числа широко використовуються в математиці, 
фізиці і техніці; їх застосування часто спрощує розв’язування найрізноманітніших 
задач. 
 
§1. Основні означення і властивості 
 
Розв’яжемо рівняння 012 =+z . Дійсних розв’язків рівняння не 
11 −=z  та має, але якщо записати його розв’язки у вигляді 
12 −−=z , то, ввівши позначення 1−=i  (звідси очевидно, що 
12 −=i ), матимемо, що рівняння 012 =+z  у множині комплексних 
iziz −== 21 , . Розвчисел має розв’язки ’ емо інше рівняння яж  
0= . З формулою коренів маємо22 +− zz , що 2
iiziiz ⋅−=−=⋅+=+= 1,1111 ексні числа зручно 11 . Отримані компл2
зап аисув ти парами: ( ) ( )1;1:,1;1: 21 −zz . Записавши розв’язки 
рівн 012 =+z iziz ⋅−=⋅+= 10,10 мяння  у вигляді 21 , їх ожна 
пре ( ) ( )дставити парами так: 1;0:,1;0: 21 −zz . 
Означення 4.1. Комплексним числом називається 
впорядкована пара дійсних чисел (х; у). Множина комплексних 
чисел позначається через С. 
Означення 4 2..  Два комплексних числа (х1 у; ;1) та (х2 у2) 
називаються рівними, якщо х1=х2, у1=у2. 
Означення 4.3. С  (х1;у1) і (х2;у2) умою комплексних чисел
називається комплексне число (х1+х2; у1+у2). 
Означення 4.4. Добутком комплексних чисел (х1;у1) і (х2;у2) 
називається комплексне число (х1х2–у1у2; х1у2+х2у1). 
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Операції суми та добутку комплексних чисел мають такі 
вла викори встивості, які легко перевірити, сто уючи тільки 
означення. 
І. Властивості суми. 
1. Комутативніст +z =zь: z1 2 2+z1.
2. Асоціативність: (z1+z2)+z3=z1+(z2+z3). 
II. Властивості добутку. 
3. Комутативність: z1·z2=z2·z1.
4. Асоціативність: (z1·z2) z3=z1·(z ·z3). 2
III. Властивість дистрибутивності: (z1+z2) z3=z1 z3+z2 z3.
Доведення наведених властивостей залишаємо читачеві для 
самостійного виконання. 
Між комплексними числами виду (х;0) і множиною дійсних 
чисел {х|х∈R} є взаємно однозначна відповідність, а саме: двом 
різним комплексним числам (х1;0), (х2;0) ставляться у відпо ність  від
два різних дійс ихн  числа х1, х2. Сумі комплексних чисел (х1;0), (х2;0) 
відп дійсних чисел х1, х2, і навпаки; добутку овідає сума 
комплексних  (х1;0), (х2;0) добуток відповідних дійсних  чисел – 
чисел, і навпаки. 
Алгебраїчною формою запису комплексного числа z )  =(х;у
називається запис виду z=х+іу,  і – формальний символ, який де
називається уявною одиницею. 
Примітка. Якщо х або у дорівнює 0, то відповідний доданок  
прийнято опускати, наприклад: 5+0·і=5, 0–4і=–4і, 0+0і=0. 
Додавання і множення комплексних чисел, які записані в 
алгебраїчній формі, здійснюється за звичайними правилами 
алгебри з урахуванням рівності 12 −=i . Це випливає з наведених 
вище властивостей і означення множення комплексних чисел: 
дійсно, нехай z1=(х1;у1)=х1+іу1, z2=(х2;у2)=х +іу2 2. Тоді за 
означенням 
z z =(х х –у у ;х у +х у )=(х – у )+і(х у +х у ). 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 1х2 у1 2 1 2 2 1
З іншого боку, 
z1z2=(х1+іу1)(х2+іу2)=х1х2+х1·іу2+х2·іу1+(іу1)(іу2)= 
=(х1х2+і2у1у2)+і(х1у2+х2у1). 
Ми бачимо, що для того, щоб отримати результат, який 
відп нню, необхідно і достатньо покласти 2 −=i . овідає означе 1 
Визначимо тепер різницю і частку комплексних чисел. 
Означення 4. .5  Різницею комплексних чисел z1 і z2 називається 
комплексне число z, для якого виконується рівність z+z2=z1. 
Різниця чисел z1 і z2 позначається через z1–z2. Можна довести, 
що для будь-яких двох комплексних чисел z1=х1+іу1 і z2=х2+іу2 їх 
різниця завжди існує і визначається єдиним способом за 
формулою  
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z1–z2=(х1–х2)+і(у1–у2). 
Таким чином, і віднімання комплексних чисел здійснюється за 
звичайни лгебри. ми правилами а Проілюструємо виконання дій з 
комплексними числами на прикладі. 
Приклад 4.1. Обчисліть: ( ) ( ) ( )iii 215362 +−⋅−−+ . 
Розв’язання: 
 ( ) ( ) ( ) ( ) =+++−−+=+−⋅−− 10536221536 iiiiii+ 62 ( ) iii 5511762 −=+ −−+ . 
Означення 4.6. Комплексні числа iyxz +=  і iyxz −=  
називаються комплексно спряженими. 
Приклад 4.2. Доведіть, що спря не до добутку дорівнює же
добутку спряжених 2121 zzzz ⋅=⋅  для довільних комплексних чисел 1z  
і 2z . 
Ро в’ Запишемоз язання:  дані числа в алгебраїчній формі: 
z1=х1+ іу іу 1, z2=х2 + 2. Тоді: 
( ) ( ) ( ) ( )1  221211221121 2 yxiyyxxiyxiyxzz + yx⋅+−=+⋅+=⋅
Далі: ( ) ( ) ( ) ( ) 2112212121 zzyxyxiyyxx ⋅=+⋅−−= , 221121 iyxiyxzz −⋅−=⋅
що і потрібно було довести. 
Означення 4.7. Модулем, або абсолютною величиною 
комплексного  називається дійсне число 22 yx + числа z=х+іу , яке 
zпозначається . 
Відмітимо, що: 
( ) ( ) ( ) 22222 zyxiyxiyxiyxzz =+=−=−⋅+=⋅ . 
Означення 4.8. Частк х чисел і , де ою комплексни  1z  2z 02 ≠z , 
наз ться комплексне число , для якого виконується рівність zиває
1z . 2 zz =⋅
2
1
z
z
Частка знача тчисел z1 і z2 по є ься через z1:z2 або . Можна 
дов  z1=х1+іу1 і ести, що для будь-яких двох комплексних чисел
z2=х а завжди існує і визначається єдиним способом 2+іу2≠ 0 їх частк
за формулою  
2
2
2
2
2112
2
2
2
22 yx
i
yxz +++= . 
21211 yyxxz + yxyx −
ення комплексних 
 за допомогою безпосереднього 
вико ої формули, а використовуючи рівність 
Примітка. Відмітимо, що на практиці діл
чисел краще виконувати не
ристання наведен
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2
21211 zz
zz
zz
z
⋅=⋅
⋅=
2222 z
z
, з якої вона й випливає. Пояснимо цей спосіб на 
прикладі. 
i
i
21
3
−
−
Приклад 4.3. Обчисліть:   
Розв’язання: ( ) ( )( ) ( ) i
iii
ii
ii
i
i +=+=+−+=+⋅−
+⋅−=−
− 1
5
55
5
263
2121
213
21
3 . 
З означення модуля комплексного числа випливає  ланцюг
рівностей  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,222 ωωωωωωωω ⋅=⋅⋅⋅=⋅⋅⋅=⋅⋅⋅=⋅ zzzzzzzz  
з як а  формула ωω ⋅=⋅ zz  ого виплив є Зокрема, при 02 ≠z  маємо 
рівність: , .
2
11 z
z
z
2
1
21 z
zz
22
1 zz
z
z ⋅=⋅=  звідки: 
2 z
=  
Означення 4.9. Дійсною частиною комплексного числа z=x+iy 
називається дійсне число х, яке позначається zRe  (від латинського 
«realis» – «дійсний»). 
Означення 4.10. Уявною частиною комплексного числа  
z=x+iy ло у позначається zIm називається дійсне чис  , яке  (від 
латинського «imaginarius» – «уявний»). ( ) ( ) 335Im,535Re −=−=− iiНаприклад, . 
Використовуючи операцію комплексного спряження, можна 
алгебраїчно виразити дійсну  част  числа, а  і уявну ини комплексного
,
2
Re
zz
z
+=
i
zzz
2
Im
−=саме:   . 
(ці ф випливають з очевидних рівностормули ей 
zzzz ,Re2 ⋅= ). izz Im2 ⋅=−+
Означення 4.11. Комплексне число вигляду , де iy 0≠y , 
називається чисто уявним. 
Приклад 4.4. Знайді ь всі значення парт аметра Ra∈ , при яких 
число ( )ia +  уявним. i43 −−  є чист2 о
Розв’язання. Оскільки: 
( ) ( ) ( 424431243 222 −⋅+−=−−−+=−−+ aiaiaiaiia ), 
то чисто уявним це число буде при: 
⎩⎨
⎧
−
=−
42
042
a
a , або 2−=a . 
0≠
 
Вправи до § 1. 
1.1. Обчисліть: 
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а) ( ) ( ) ( ) ( );6231240 ii 7153 ii −−+−  б) +−− ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4237341 3 −⋅−++−⋅−⋅+ iiiii ; 
в) ;
3i−          г) 1
17 i− ;
1
31
6
413 ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
+
+−+
+−
i
i
i
i       д) 
2
.
)27()3()21(
21(3
2i −−
+ )32(5)
3
23
ii
ii
+++
+−  
а) Вказівка: розкрийте дужки, зведіть подібні.  
Відповідь: 3-6і. 
б) Розв’язанн х мо, що ія: розкриємо дужки, вра ує 2=-1; і3=-і; і4=1. 
1) (1+і)(4 і)=4+4і-і-і- 2=4+4і-і+1=5+3і; 
2) (5+3і)(-3+7і)= -15-9і+35 і2= -15-9і+35і-21= -36+26і; і+21
3) (3-2і)(і3-4)=3і3-2і 4-12+8і= -3і-2-12+8і= -14+5і; 
4) (- (-14+5і)= -50+31і. 36+26і)+
Відповідь: -50+31і. 
в) Розв’язання: домножимо чисельник і знаменник на спряжене 
до знаменника: 
( ) ( )
( ) ( ) ( ) i
ii
i
ii
iii
52
10
5020
91
5020
31
351
313131 22
2
+=+=+
+=−
−+
+⋅−− . 
iiii 17311717 −=+⋅−=−
Відповідь: 2+5і. 
д) Вказівка: розкрийте дужки, зведіть подібні, скоротіть дріб та 
домножте чисельник і знаменник на спряжене до знаменника  
(1-2і), порівняйте результати проміжних дій: 
(1+2і)3= -11-2і;      (2+3і)2= -5+12і;      3·(1+2і)3-5·(2+3і)2= -8-66і; 
(1-2і)2= -3-4і;  (3+і)3=18+26і;  (1-2і)2-(3+і)3+(7+2і)= -14-28і=-14(1+2і). 
Відповідь: .
7
 
52 i+  
1.2. Обчисліть дійсну Re z та уявну Im z частини комплексних 
чисел:  а) 
i
i
43+ ;  б) 
405+
i158− ;  в) 
i4+
i21−
i
1
2 + ;  г) i43−
i724− . 
Вказівка: домножте чисельник і знаменник на спряжене до 
зна пишіть отримане число у вигляді х+уі. 
 z=7; Im z=4;       б) Re z=
менника, за
17
1 ; Im z=
17
4
Відповідь: а) Re ;  
в) Re z=
25
4 ; Im z=
25
3 ;         г) Re z=
25
4 ; Im z=
25
3− . 
 
1.3. Знайдіть усі комп екс  z та , що Re z+Im z=|z|. л ні числа кі
Розв’язання: не а 22 yxz +=х й yixz += , т ді Im;Reо  yzxz == ; ; , 
причому Ryx ∈, . З умови маємо 22 yxyx +=+ . Розв’язуючи 
рівняння, отримаємо 0;0 =≥+ xyyx , маємо: 0;0 ≥= yx  або 0;0 ≥= xy  
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- дв прямі першої чверті. і координатні пів
Відповідь:   та0;0 ≥+ yyi  0;0 ≥+ xix . 
 
1.4. Використовуючи алге о числа, браїчну форму комплексног
доведіть твердженн про компя лексно спряжені числа: 
а)  ( );zz =                       б) ;zz =                          в)  ;Rzzz ∈⇔=  
г)  .
2
1
2
1
z
z
z
z =⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛  ;Rizzz ∈⇔−=          д)  ( ) ;2121 zzzz ±=±           е)  
Запишемо число в алгебраїчній формі: z=х+іу. Тоді: iyxz −= . 
Розв’язання: (д а) отрібно довести, що ив.прикл.4.2). П
спряжене до спр до ює амяженого рівн  с ому числу: ( ) ziyxiyxz =+=−= . 
б) Треба довести, що модулі числа і спряженого до нього 
числа однакові. Обч zyxyxzyxz =+= 22 ;ислимо =+=−+ 2222 )( . 
в) Твердження містить дві теореми: пряму і обернену. 
Якщо iyx RzRxxixzyiyiyx ∈⇒∈=+=⇒=⇒=⋅⇒− ,0002 . =+ zz = , то 
Якщо Rz∈ , то Im =z   0,0 =y , отже z=х+і·0, спряжене до цього числа 
0⋅−= ixz , а тому zz = . 
Усі інші твердження доведіть самостійно. 
 
1.5. Доведіть тотожність:   ( ).2 2221221221 zzzzzz +=−++  
Доведення. Запишемо числа в алгебраїчній формі: z1=х1+іу1, 
z2=х2+іу2. Тоді: ( ) ( )212121 yyixxzz +⋅++=+ ; ( ) ( )212121 yyixxzz −⋅+−=− , 
обчислимо квадрати модулів усіх чисел, які входять у вираз: 
2
1
2
1
2
1 yxz += ;     222222 yxz += ;     ( ) ( )221221221 yyxxzz +++=+ ; 
( ) ( )2221 yyxxzz −+−=− .  21212
Маємо: ( ) ( ) ( ) ( ) =1 −+−++++=−++ 22122221221221221 yyxxyyxxzzzz  ( ) ( ) ( ) ( )=+−++−++++++= 222121222121222121222121 2222 yyyyxxxxyyyyxxxx  ( ) ( ) ( )( ) ( )22212222212122212221 222 zzyxyxyyxx +=+++=+++= . 
 
1.6. Розв’яжіть системи:   
а) 
) ( )
( ) ( )⎩⎨
⎧
+=++−
+=−++
3111
,11
21
1
izizi
izizi       б)⎨⎧ +=+ ,2 21 iz .  ( ,
1 2
−=+ ;323
1
iizz
z
⎩ 21
а) Розв’язання: Викл  одну з інну, наприклад zючимо м  1: ( ) ( )
( ) ( )⎩ )(21 i⎨
⎧
+⋅+=++−
−⋅+=−++
1,3111
)1(,111 21
izizi
iizizi
 
⎩⎨
⎧ =− 2:,222 1 ziz ,1ziz
+−=+ 2:,4222 21
2
iizz
  
21
21
iizz
  
⎩⎨
⎧
+−=+
=−
,21
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⎩⎨
⎧
+−=
= ,21 i ⎧ z
,222
2
2 izi
z
+=
=
.1
,
2
1
iz
i
  
⎩⎨
Під час розв’язання м : 22
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и використали 1( 2111)1() =+=−=−⋅ iii ; +
i2 ;    1( 22 iiiiii 42331)1()3iiii 12121)1( 222 ±=−±=+±=± +−=+++=+⋅+ ; 
( ) (
( )
) ii
i
ii
ii
ii
i
i
i
i +=−−
−−=−
−=−⋅
−⋅−=+−=+− 1
)1(
)1(11
2
22
2
2
. +
Перевірку правильності обчислень пропонуємо провести 
самостійно. 
Відповідь: = ,1 iz iz +=12 . 
б) Відповідь: z izi =− 2,1 . =1
 
1.7. Знайдіть усі ком а z такі, щоплексні числ  
3
5
8
12 =−
i
і −z
z  .18 =−z  
4−z
Вказівка: Врахуйте,
2
1
2
1
z
z
z
z =  та iyxiyxz +−=−+=− )12(12)(12 , а  що 
22 )8(8 −+=− yixiz)12(12 yxz ; для числа тоді його модуль +−=− , 
модуль 22 )8(8 −+=− yxiz . Запишіть умову і розв’яжіть систему 
двох рівнянь відносно дійсних змінних  х, у. 
Відповідь:  iziz 176,86 21 +=+= . 
 
§2. Зображення комплексних чисел на 
координатній площині 
 
Розглянемо комплексне число z=x+iy. На 
декартовій координатній площині Оху 
відмітимо точку з координатами (х;у), радіус-
вектор якої також позначимо через z (рис. 3 
(а овж о ра ра, )). Д ина цьог діус-векто очевидно, 
дорівнює zyx =+ 2  2 .
Площина, на якій зображуються 
комплексні числа, називається комплексною 
площиною; вісь Ох називається дійсною віссю, 
а вісь Оу – уявною віссю. 
Примітка. Оскільки ма  місце взаємно є
однозначна відповідність між комплексними 
числами і точками комплексної площини, то 
будемо інколи отот вати точкиожню  і числа 
т де це не приведе до непорозумінам, ь. 
Наприклад, замість «точки, які відповідають 
числам z1, z2 і z3, лежать на одн емо просто писати ій прямій», буд
«точки z1, z2 і z3 лежать на одній прямій» тощо. 
З означення суми і різниці випливає, що комплексні числа 
додаються і віднімаються, як інтерпретація суми вектори. Векторна 
і різниці комплексни на на р . 3(б), 3(в). Так, х чисел показа ис
геометричний зм сел z1 і z – це діагональ іст суми комплексних чи  2 
паралелограма, п х z1=(х1;у  і z2= (х2;у2). обудованого на вектора )1
Розглянемо т о відповідають числам 0, рикутник, вершини яког
z1 і |z1|, | |z1+ 2|і z1+z2, а сторони, таким чином, рівн  z2| і z . 
Застосувавши до нього нерівність трикутника, відому з курсу 
геометрії (або наслідок з нього, який враховує випадок, коли три 
точки лежать на одній прямій), отримаємо нерівність трикутника 
для х  комплексни чисел: 
.2121 zzzz +≥+  
Цю нерівність можна довести і повністю алгебраїчним 
методом. Наведемо його. 
Доведення. Якщо 02 =z , то справедливість нерівності 
очевидна. Розглянемо випадок, коли далі 02 ≠z . За властивістю 
модуля виконуються рівності: 
( ) ( ) .111 111111 +++=+⋅+=+ zzzzzz  1 22
Якщо 111 iyxz +=  то: 
 ( )2112121 1121 +=+⋅+≤+ zzzz12121111z ≤+ 222 zyxxz ⋅=+⋅=  і ,  
або 11 11 +≤+ zz .  
Розглянемо модуль суми: 
,111 21
2
1
2
2
1
2
2
1
221 zzz
z
z
z
z
z
z
z
zzz +=+⋅≤+⋅=+⋅=+ ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
 
що і необхідн  було довести. Відмітимо, що рівність може о  
досягатися лише у випадку, коли точки 21, z  і 0 лежать на одній z 
прямій. 
Наслідок. Оскільки ( )2121 zzzz ++−=  і 
,22 zz −=  то за нерівністю трикутника маємо 
наступні нерівності: 
.2122122121 zzzzzzzzzz −≥+⇔++=+ 1z +−≤  
;zzzz ≥+  отже 1221 −А а огічно, н л
.2121 zzzz −≥+  Покажіть сам но, що остій і 
.2121 zzzz −≥−  
Приклад 4.5. Зобразити на комплексній 
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пло  тощині множину чок z, які задані умовою  
|z–2і+1|≤5. 
Розв’язання. Умова задачі рівносильна такій вимозі: знайти всі 
точки , відда  2і–1 на е Ш аною  z лені від точки  відстані не більш 5. ук
множиною є к  5  центром торуг радіуса  з  в чці 2і–1 (рис. 4). 
Тригонометричною формою запису комплексного числа 0≠z  
називається запис виду:  ( );sincos ϕϕ izz +⋅=  
Кут ϕ , який визначається рівностями 
z
x=ϕcos , 
z
y=ϕsin , або x ϕϕ sin,cos ⋅=⋅= zyz  (рис. 5), 
називається аргументом числа . Зазначимо, що z
такий кут завжди існує, оскільки:  
12
2
2
2222
==+=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛+⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
z
z
z
yx
z
y
z
x . 
Аргумент комплексного чи и . сла 0 не визначен й
Усі можливі значення аргументу комплексного числа 0≠z  
kπϕϕ 2+=′ , де Zk ∈визначаються за формулою . Будь-які два 
значення аргументу відрізняються на ціле  кратне π2 ; інакше 
кажучи, частка π
ϕϕ
2
−′  є  число  тому випадку, коли   ціле . У необхідно
отримати однозначно визначене значення а гументу, беруть його р
головне значенн , яке лежить між числами я π−  і π , яке означають п
через ( )zarg , або zarg  (де ππ ≤<− zarg ). Довільне (не обов’язково 
головне значення аргументу або)   позначається через ( )zArg   Argz . 
Для обчислення zrg , де za iyx= + , використовують 
співвідношення: 
y  0>x
x
arctgz =arg              при ; 
π+=
x
yarctgzarg                    при 0<x , 0≥y ; 
π−=
x
yarctgzarg                     при 0,0 << yx ; 
2
arg
π=z                                 при 0,0 >= yx ; 
π
2
−=z                          приarg         0,0 <= yx . 
 79
Відмітимо, що тоді і тільки и
21
=  тоді, кол  zz 21 zz , =
kArgzArgz π221 =− , де Zk ∈  ( )0, 21 ≠zz . Якщо ж формулювати 
критерій рівності, використовуючи головне значення аргументу, то 
він запишеться так: 
⇔= 21 zz ⎩⎨
⎧
=
=
.argarg
,
21
21
zz
zz
 
Наведемо приклади запису комплексних чисел у 
тригонометричній формі: ( ),0sin0cos11 i+=  ( );sincos11 ππ i+⋅=−  
,
2
sin
2
cos1 ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ +⋅= ππ ii  
;
2
sin
2
cos1 ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−⋅=− ππ ii  
( ) ( ) ( )( ).sincossincos ϕϕϕϕ −+−⋅=−⋅= izizz  
З останнього прикладу випливає, що аргументи комплексно 
спряжених чисел відрізняються знаком (за виключенням випадку 
,arg π=  коли і π=ar ). z zg
Формули множення і ділення комплексних чисел, записаних в 
тригонометричній формі, мають вигляд: ( ) ( )( ),sincos)sin(cos=⋅ zzz )sin(cos 212121221111 ϕϕϕϕϕϕϕϕ +++=++ izziiz  22 ( )
( ) ( ) ( )( )212122
11
222
11
2
1 sincos
sincos
sin
sincos
sin ϕϕϕϕϕϕ
ϕ
ϕϕ
ϕϕ −+−⋅=+⋅=+⋅
+= i
zi
i
zi
i
z
z
 111
coscos ϕ⋅ zzz
22 +z
(переконатися в справедливості наведених рівностей ми 
пропонуємо читачам самостійно, здійснивши відповідні 
тригонометричні перетворення). 
Таким чином, при множенні комплексних 
чисел їх модулі перемножуються, а аргументи 
додаються; при діленні комплексних чисел їх 
модулі діляться, а аргументи віднімаються. 
З рівн  ості 2
1 ArgzA
z
z
Arg =  виплив  1
2
rgz − ає, що
кут між  і , який відлічується від  векторами 1z  2z
2z о проти годинникової стрілки, дорівнює  д 1z  
2
1
z
 (рис. 6). 
z
Arg
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Приклад 4.6. Запишіть у тригонометри формічній  число 
3−= iz . 
Розв’язання. Запишемо довільне число у 0≠z  
тригонометр улу: ичному вигляді, використавши форм( ).sincos ϕϕ izz +⋅=  
Для числа 3−= iz  маємо: ( ) 2413 22 ==+=z , 
2
3cos −=ϕ , 
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ⋅+⋅=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⋅+−⋅
2
=ϕ . Тоді  1sin =−=
6
5sin
6
5cos2
2
1
2
323 ππ iiiz . 
Приклад 4.7. Запишіть у тригонометричній формі число: 
⎟⎞⎜⎛ ⋅+⋅ ⎠⎝
−
44
sincos2
1
ππ i
i . 
Розв’язання. Запишемо довільне число у 0≠z  
тригонометричному вигляді, використавши формулу: ( ).sincos ϕϕ izz +⋅=  
Для числа шуканого числа проведемо певні спрощення: 
( ) ( )
24
221
22
1
4
sinos2
1 iii
i
ii =−⋅−=+
−=
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ⋅+⋅
−
ππ . 
4
c i
Тоді д  
2
1
2
10
2
2 =⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛+=z , 0cos =ϕ , 1sin =ϕля числа
2
iz =  маємо: . 
Отже, 
2
πϕ = ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛⋅=− 11i ⋅+⎞⎛ 2sin2cos2
ππ
ππ i . .  Тоді:     ⎟⎠⎜⎝ ⋅+⋅ 4sin4cos2 i
Примітка  Цей пр  можна розв’язати інакше, . иклад
використавши формулу ділення двох комплексних чисел, 
поклавши, що ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ⋅+⋅=−
4
3sin
4
3cos21 ππ ii . Пропонуємо читачеві 
самостійно перевірити попередній запис і розв’язати вправу 
вказаним способом. 
 
 дВправи о § 2. 
 
2.1. Яка геометрична інтепр тація тотожності з задачі 1.5:  е  і  ( )2221221221 2 zzzzzz +=−++ ? 
Вказівка: В  2 их комплексних числа, уйте ізьміть довільн побуд
їхню суму і різницю. Згадайте, чим для паралелограма є сума і 
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різниця векторів-сторін.  
Відповідь: Сума квадратів діагоналей паралелограма дорівнює 
сумі квадратів його сторін. 
 
2.2. Запишіть у тригонометричній формі числа:  а) 2 – 2і; 
б) 
99
cossin ππ i− . 
а) Розв’язання. Обчислимо модуль і 
аргумент компл о ексног числа: 
( ) 22822 22 ==−+=z , 
222
22cos ==ϕ , 
222
22sin −=−=ϕ , звідки 
4
πϕ −= . А тоді 
⎟⎞⎜⎛ ⎟⎞⎛−⋅+⎟⎞⎜⎛−⋅= sincos22 ππ i . ⎠⎠⎜⎝⎠ 4z ⎝ ⎝ 4
Відповідь: ⎟⎠⎝ ⎠⎝⎠⎝ 44
⎞⎜⎛ ⎟⎞⎜⎛−⋅+⎟⎞⎜⎛−⋅ sincos22 ππ i . 
б) яРозв’ зання 1: Оскільки ⎟⎠⎜⎝ −=−⎟⎠⎜⎝ −= 29sin9cos;29cos9 , sin
π ⎞⎛⎞⎛ πππππ
то отримаємо тригонометричну орму ком лексного чисф п ла: 
⎟⎞⎜ ⎟⎞⎜⎛−⋅+⎟⎞⎜−⋅=− 7sin7cos1cos
9
sin ππ ii . ⎛ ⎛ππ ⎠⎝ ⎠⎝⎠⎝ 18189
Розв’язання 2: Домножимо і поділимо комплексне число на , i
отр
i
iii sinoscos ππ
i
c9
sin
999
ππ +⋅⎟⎞−
=⎠
⎜⎝
⎛
і ки имаємо ; оск ль ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ +⋅=
2
sin
2
cos1 ππ ii  
(див ви 4), комплексни чисел, . §2 гла то виконавши ділення х 
заданих у тригонометричні формі, отримаємо 
⎟⎠
⎞⎜⎝ ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−⋅+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−⋅
18
7sin
18
7cos1 ππ i . ⎛
Відповідь: ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ⎟⎠
⎞
⎝⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−⋅
18
7
18
7cos1 ππ . ⎜−⋅+ sini ⎛
 
2.3  Виконайте ії з ч п е е ньо аписав и їх у . д и лами, оп р д зс ш
тригонометричній формі:  
а)  ;
6
3 i−−         б
32 i− )  i−1
i3 ;          в)  ( ) ( )( ) ( )ii+ 3 ii −⋅− 31 +⋅1 . 
а) Роз зання Обч  мо ентив’я . ислимо дулі і аргум  комплексних 
чисел ( ) ( )ii 326;3 −−− :  
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1) 21 =z , )1()3( 22 =−+− 2
3cos −=ϕ , 1 2
1sin −=ϕ , звідки 
6
5
1
πϕ −= , а 1
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−=−−
6
5sin
6
5cos23 ππ ii ; тоді 
2
3
34
6os 2 ==ϕ , 34)32(6 222 =−+=z , c2) 234
2sin 2 −=ϕ , 13 −=
звідки 
62
πϕ −= , а тоді ⎟⎞⎜⎝
⎛ ⎟⎞⎜⎛−+⎟⎞⎜⎛−=− sincos34326 ππ ii , а тоді ⎠⎠⎝⎠⎝ 66
маємо: 
.
4
1
12
3
4
1
34
1
2
3
2
1
32
1
3
2sin
3
2cos
32
1
6
sin
6
cos34
6
5sin
6
5cos2
326
3
iii
i
i
i
i
i
−−=−−=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −−⋅=
=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−=
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−
=−
−− ππ
ππ
ππ
 
 i
4
1
12
3 −− .Відповідь:  
б) Вказівка. Запишіть у тригонометричній формі ельник і чис
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ +=
2
sin
2
cos33 ππ iiзнаменни Перевірте проміжні результати: к. , 
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−=−
4
sin
4
cos21 ππ ii , а тоді ii
i
i
2
3
2
3
4
3sin
4
3cos
2
23
1
3 +−=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ +=−
ππ . 
Відповідь: i
2
3
2
3 +− . 
в) Вказівка. Запишіть у тригонометричній формі чисельник і 
знаменник. Виконайте множенн ділення, порівняйте результати: я і 
чисельник  ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−=−
4
sin
4
cos21 ππ ii , ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−=−
6
sin
6
cos23 ππ ii , 
звідки ( ) ( ) ⎟⎠⎞⎜⎝⎛ ⎟⎠⎞⎜⎝⎛−+⎟⎠⎞⎜⎝⎛−=−⋅− 125sin125cos2231 ππ iii ; відповідно, 
знаменни ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ +=+
4
sin
4
cos21 ππ ii , к: ⎟⎠ , 
⎞⎜⎝
⎛ +=+
6
sin
6
cos23 ππ ii а тоді 
отримуємо ( ) ( ) ⎟⎠⎞⎝ 125i12⎜⎛ +=+⋅+ s n5cos2231 ππ iii .  
Кінце  
( ) ( )
( ) ( ) .2265sin6cos311 iiiii −−=⎟⎠⎜⎝⎛−+⎟⎠⎞⎜⎝−=+⋅+ −⋅− π  1353 i ⎞⎛ πвий результат
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i
2
−− 1 .Відповідь: 
2
3  
 
айдіть:   arg 2.4. Зн
і
і5−  
івка. Спростіть
фо i , та обчисл ть
32− .
Вказ  вираз, записавши число у алгебраїчній 
рмі +1 і  аргумент цього числа.   
4
π . 
z2). 
Відповідь: 
 
2.5. Відомо, що tg arg z1= 2, tg arg z2=3. Визначте arg (z1·
Розв’язання. Запишемо  чисел z1, z2:  аргументи комплексних
arg z1=arctg 2, arg z2= женні комплексних arctg 3. Оскільки при мно
чисел їхні аргументи додаються то аргумент добутку z ·z, 1 2 
дорівнює сумі аргументів: φ=arg z1·z2=arctg 2+arctg 3. Проведемо 
спрощення, для чого обчислимо tg φ= tg(arctg 2+arctg 3), 
скористаємося формулою тангенса суми, отримаємо: 
tg φ= 1
321
−=⋅− , а тоді 
32+
⎭⎬
⎫⎨⎧−∈ 3;πϕ . ⎩ 44
π
Відповідь: arg (z1·z2)= 4
π−   або  arg (z1·z2)= 3π4 . 
 
2.6. П те на прикладі те, що вправа 2.5 має два роілюструй
розв’язки. 
Вказівка. Розгляньте, наприклад, два числа 1+2і та 1+3і, 
покажіть, що вони задовольняють умову вправи 2.5; обчисліть їхній 
добуток та знайдіть аргумент добутку; та розгляньте два числа, 
нап  arg (z1·z2)=
 
4
3π ,риклад, -1-2і та 1+3і. У першому випадку  у 
 a  (z1·z2)= 4
π− .другому: rg  
стовуючи 
тригонометричну форму запису комплексного числа. 
Розв’язання. Використаємо той факт, що при діленні 
комплексних чисел їхні модулі діляться, а аргументи – 
аються, та що 15о=45о-30о. Тоді 
 
2.7. Обчисліть cos 15о і sin 15о, викори
віднім
00
00
00
30sin30cos i+
 одиниці. А тоді  
45sin45cos15sin15cos ii += , відзначимо, що модулі усіх чисел 
рівні
+
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( ) ( )( ) ( ) =−⋅+ −⋅+=++=+
+
=+
+=+
ii
ii
i
i
i
i
i
ii
33
322
3
22
2
1
2
3
2
2
2
2
30sin30cos
45sin45cos15sin15cos 00
00
00
 ( ) ( ) ii
i
iii
4
26
4
26
4
2626
3
2266
2
2 −++=⋅−++=−
−−+= .  
Порівнюючи ліву і праву частини, отримуємо відповідь. 
Відповідь: cos15о=
4
26 +   та  sin15о=
4
26 − . 
2.8. Не використовуючи результату вправи 2.7, обчисліть 
cos застосовуючи тригонометричну форму запису 
комплексного числа. 
Відповідь: cos75о=
 
 75о і sin 75о, 
Вказівка. 75о=45о+30о, див. ідею вправи 2.7. 
4
26 −   та  sin75о=
4
 
b  – додатні дійсні числа
26 + . 
2.9. Визначте кут між радіус-векторами комплексних чисел 
і ,  де  . 
Вказівка. Доведіть, що радіус-вектори утворюють кут 90о, 
скориставшись, наприклад умовою
bia +   aib +− a,
,  ∠ (z1;z2)=90 о⇔  tgφ gφ1·t 2
Відповідь: 90о. 
 
2.10. Зобразити на координатній площині множину точок z, які 
задані умовами: 
= -1. 
        а)  3=z z;              б) I zmRe > ;                  в)  ; ( ) 312Re =+z
4/3arg π=z ;               е)  4/arg π=zizz −=        г)  4 ;        д)  ; 
      є)     1
4+z
2 ≥− iz ;        ж) 2
1+z
1 =−z ;                    з)  2Re2 +=− zz . 
в’язання. а) Використаємо означення модуля комплексного 
чис
Роз
22 yxz += , тоді отримаємо ла 322 =+ yx , звідки – 
рівн т ом у точці О(0;0) радіуса R=3, див.рис. а. 
б) Комплексне число 
922 =+ yx  
яння кола з цен р
iyxz += ; дійсна і уявна частини ;Re xz =  
yz =Im . З умови маємо yx > , а ця умова визначає півплощину, що 
леж , див.рис. б. ить вправо і вниз від прямої х=у, без самої межі
в) Комплексне число iyxz += ; ;2)12(12 yixz ++=+  а тоді дійсна 
частина 12)12Re( +=+ xz . З умови маємо 1312 =⇔=+ xx , маємо 
пряму, паралельну до вісі ординат, див.рис. в. 
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г) Комплексне число iyxz += ; iyxiz )4(4 −+=− . Модулі, 
відповідно: 22 yxz += ; 22 )4(4 −+=+ yxiz . Умова запишеться у 
2222вигляді =⇔−+=+ yyxyx ; маємо  до вісі 
абс с. г. 
) Для усіх комплексних чисел, що лежать на промені, який 
утво м м вісі абсцис, аргумент 
дор ки О(0;0)
 2)4(  пряму, паралельну
цис, див.ри
д
рює кут 3π/4 з додатним напря о
івнює 3π/4 (крім точ ). 
е) Нехай комплексне число iyxz += , тоді спряжене до нього 
iyxz −= . Оскільки аргумент спряженого числа  4/arg π=z , то z  
лежить у першій чверт , координати (х;-у) є додатними, причому 
вони рівн че
і
і, а тоді х>0; у<0 ( твер , х=-у), кутта чверть  4/arg π−=z . 
 
 
 
б)
 
а)  в) 
 
  
 
   
е) г) д) 
 
є)   ж) з) 
 
 86
є) Запишемо числа та їхні модулі: iyxz += ; iyxiz )2(2 −+=− ; 
y 22 )2(2 −+=ixz ++=+ )4(4 Модулі, відповідно: −z yxi ; . 
 1
4
2 ≥+
−
z
iz  запиш вигляді: еться у 224z + )4( yx ++= . Умова
1
)4(
)2( 22 −+ yx
22
≥+ yx  або , звідки 
+
0)168(44 2222 ≥+++−+−+ yxxyyx+
x 03 ≤+y  – півплощина з межею 032 =++ yx , див.рис. є. 
) Числа iy
2
xz +−=− )1(1 ; iyxz ++=+ )1(1 . Модж у : лі, відповідно
22)1 yx +−= ; (1z − 22)1(1 =+  yxz ++ . Умова 4)1( 22
22
=+− yx  
)1( ++ yx
приводить після перетворень до рівняння або 033103 22 =+++ yxx  
2
2
2
33 ⎠⎝⎠
45 ⎟⎞⎜⎛=+⎟⎞⎜⎝
⎛ + yx  – рівняння кола з центром О ⎟⎠⎝ 3
⎞⎜⎛− 0;5 , радіуса R=
3
з) Число 
4 . 
iyxz +−=− )2(2 , модуль 22)2(2 yxz +−=− , тоді умова 
2)2( 22 +=+− xyx2Re2 += z  приводить−z  до , після перетворень 
отр  параболи, для якої віссю симетрії є 
вісь
§3. Формула Муавра 
 
З ф вило 
піднес ється 
формулою Муавра (А. де  (1667–1754) – англійський 
мат
имуємо y 8x2 =  – рівняння
 абсцис, див.рис. з. 
 
ормул множення і ділення можна вивести загальне пра
ення комплексних чисел до цілого степеня, яке назива
Муав
ематик). 
Покладемо за означенням 10
р
=z  при 0( ≠z ). При Nn∈  маємо: 
( ) ( ),s=
 чи
тричній формі). 
авши 
0inossinos ≠+ zninizz ϕ  
(це очевидно випливає із формули множення комплексних сел, 
зап
cc +⋅⋅= z nnnn ϕϕϕ
исаних в тригономе
Покл n
n
z
z 1 аналогічну фо улу для цілого 
числа ( )Nnnm ∈<−= 0 , а саме (
=− , виведемо рм
.0 ): ≠z
( ) =+⋅=
−
ϕϕ
−
+⋅===
ϕϕ
ϕ n
nn
zni n
nm
22 sincos
sincos1
sin
11  iϕnzzzz nn cos n
( ) ( )( ) ( )ϕϕϕϕ mimzninz mn sincossincos +⋅=−+−⋅= − , 
Звідси випливає істин авра ність формули Му
( )m = ϕϕ mimzz m sincos +⋅  
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для всіх ( )0≠∈ zZm . 
Приклад 4.8. Обчисліть ( )71 i− . 
Розв’язання. Запишемо i−1  у тригонометричній формі: 
⎟⎠
⎞⎛ ⎞⎛⎞⎛⎞⎛ ⎞⎛ 22 ππ⎜ ⎟⎠⎜⎝−+⎟⎜−=⎟⎜ ⎟⎜−⋅+=− 4sincos221 iii ; 
Тод
⎝ ⎠⎝⎟⎠⎜⎝ ⎟⎠⎜⎝ 422
і, 
( ) ( ) ( )iiiі +⋅⎜⎝⎛ ⋅+⋅=⎟⎠⎞⎜⎝⎛ ⎟⎞⎜⎛ ⋅−+⎟⎞⎜⎝⎛ ⋅−=− 181212847sin47cos21 77 ππ . =⎟⎠⎞⎠⎝⎠ 2( ) ( )
Приклад 4.9. Обчисліть ( )14z = . 
68
2231 ii −⋅+
3 i+−
я в основах 
степенів, у тригонометричній формі: 
Розв’язання. Запишемо числа, що знаходятьс
⎟⎞⎜⎛ ⋅+=⎟⎞⎜⎛⋅=+ sin31231 ππ ii . ⎠⎝⋅⎟⎠⎜⎝ 33cos22 + 2i
⎟⎠⎝ ⎝⎝⎟⎠ 4422
⎞⎜⎛ ⎟⎠
⎞⎜⎛−⋅+⎟⎠
⎞⎜⎛−⋅=⎟⎞⎜⎜⎝
⎛ −⋅=− sincos22222 ππ iii . 2
⎟⎠⎜⎝ ⋅+⋅=⎟⎟⎠⎜
⎜
⎝
+−⋅=+−
6
sin
6
cos2
22
23 iii . ⎞⎛⎞⎛ 5513 ππ
Тоді маємо: 
( ) ( )( ) =⎟⎠⎞5π⎜⎝⎛ ⋅+⋅⋅
⎟⎠
⎞⎜⎝ ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−+⎟⎠⎜⎝−⋅⋅⎟⎠⎜⎝ +⋅=+−
−⋅+
6
14sin
6
514cos2
4
6sin
4
cos2
3
sin
3
cos2
3
2231
14
68
14
68
π
π
i
ii
i
ii
⎛ ⎞⎛⎞⎛ 688 πππ
ii
i
ii ⎜⎛ ⎜⎛−⋅⎟⎞⎜⎛ + 3cos2sin2cos πππ
−=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−=
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−
⎟⎠
⎞
⎝ ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−+⎟⎠
⎞
⎝⎠⎝=
2
sin
2
cos
3
sin
3
cos
2
3sin
233 ππ
ππ
π
. 
 
Вправи до § 3. 
 ( )3.1. Обчисліть: ( )123 i−
241 i+
1
.  
Розв’язанн и о модулі і аргументи комплексних чисел я. Обч слим
( ) ( )ii 31;1 −+  : 
1) 211 22 =+=z , 1 221
21cos ==ϕ , 
221
21sin ==ϕ , звідки 
41
πϕ = , 
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а тоді ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ +=+
4
sin
4
cos21 ππ ii , за формулою : Муавра
( ) ( ) ( ) ;20126sin6cos2
4
24
4
24cos2)1( 121212
24 =⋅+==⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ⋅+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ⋅=+ iii πππ sin +i π24
2)3(1 222 =−+=z , 2
1cos 2 =ϕ , 2
3sin 2 −=ϕ , звідки 32
πϕ −= 2) , а то-
⎟⎞⎞πді  ⎠⎝ ⎠⎝⎠⎝ 3⎜
⎛ ⎟⎜⎛−+⎟⎞⎜⎛−=−
3
sincos231 π ii , маємо: 
( ) ( ) ( )( ) .24sin4cos2
3
12sin12cos231 121212
12 =−+−=⎟⎜ ⎟⎞⎜⎛ ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−⋅+⎟⎞⎜⎛ ⎟⎞⎜⎛−⋅=− ππππ iii
3 ⎟⎠
⎞
⎜⎝
⎛
⎠⎝⎠⎝ ⎠⎝
 Отримаємо ( )( ) .122311 12
12
12
24
==−
+
i
i  
Відповідь: 1. 
 
213.2. Обчисліть z , де z дорівнює:  а) 1+і;  б) 
i+1 ; в) 
i−3
α
α
itg−1 . 
itg+1
а,б) Вказівка: див. вправу 3.1.  
в) Розв’язання. =⎟⎟⎞⎜⎜⎛ −+−
+=⎟⎠
⎞
)sin()
sincos
αα
αα
α
α
i
i  ⎠⎝⎜⎝
⎛
−
+=⎟⎟⎠
⎞⎜⎜⎝ −
21
cos(sincos
sincos
1 α
α
α
α
i
i
itg
⎛ + 21211 itg
α
α
α
α
αα
αα
212(1)21
21sin21s
tgtgi
i
⋅1
211
)1
211
sin()21cos(
co
i
tgitgi
i −
⋅+=−+
+=+−  −
+=
Відповідь: а) -1024-1024·і; б) -1024-1024·і; в) α
α
211
211
tgi
tgi
⋅−
⋅+ . 
ра, знайдіть такі комплексні 
чис , що
і, піднесіть до 
квад
вираз до
 
3.3. Використовуючи формулу Муав
2ла z  z =i. 
 Вказівка. Запишіть z у тригонометричній форм
р  рату за допомогою формули Муав а і прирівняйте отриманий 
 ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ +⋅=
2
sin
2
1 ππ з ля і iсosi  та найдіть можливі значення моду
аргумента z. 
Відповідь: ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−+
4
3sin
4
3;
4
sin
4
ππππ iсosiсos i22 ± .   аб   о
22
±
 
3.4. Обчисліть:  а) ( )( )7
9
1
3 ( ) ii 31 6 +− ;     б ) 1 −
+ .
Вказівка. а) Запишіть (1-і) у тригонометричній фор
до 6-го степеня за допомогою формули Муавра, додайте 3і, 
i
i  
мі, піднесіть 
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порівняйте проміжний е та : комплексне число 11
модуль
р зуль т і, його 
 11110110 22 =+=+ i . 
ідповідь: ( ) 1131− iВ 6 =+ i . 
про
б) Вказівка. Скористайтеся формулою Муавра, порівняйте 
міжні результати: ( ) ( )1;231 799 ii =−−=+
Відповідь: -32+32·і. 
)1(23 i+⋅ . 
 усі числа z такі, що
 
3.5. Знайдіть  3zz = . 
е й in(cРозв’язання. Н ха sosrz α i )α+= , тоді , 
спр жене до z число 
)3sin3(cos33 αα irz +=
))sin()(cos()sin(cos αααα −+−=−= irirzя . За 
умо л
аргументи можуть відрізнятися на число, кратне 2π. Тому маємо: 
= rr
3
;3
α
вою 2 комплексних числа рівні, отже, рівні їхні моду і, а 
⎩⎨
⎧
∈+−= Zkk,2πα . З першої умови 001 =⇔= zr або 12 =r . Надаючи k  
1)0sin(co10;0
 
цілих значень, отримаємо: 0s =+=⇒== izk α ; 
iizk =⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ +⋅=⇒==
2
sin
2
cos1
2
;1 πππα ( )sincos1;2 1−=+⋅=⇒== πππα izk ; ; 
i−=⎟⎠
⎞izk ⎜⎝
⎛ +⋅=⇒==
2
3sin
2
3cos1
2
3;3 πππα
далі підуть повтори: при
; нескладно реконатися, що пе
 ( ) 12sin2cos1 =2;4 +=⇒== ππ iz . 
цевих результатів пропонуємо 
на розв’язати, використовуючи 
 числа, 
παk
Перевірку правильності кін
провести самостійно. 
Вказівка. Дану вправу мож
алгебраїчний запис комплексного тобто: ;; iyxziyxz −=+=  
( ) ( ) ( ) ( ) (2332 3 ixyxyi +−=+далі )322333 333 yyxyixyixxiyxz −++=+=  т
и систему двох рівнянь з 2 
невідомими. 
п ідь: таких чисел – ; ±1; ±і. 
 
натуральне число n таке, що 
зі к исла у тригонометричну фо
  т иг о формі та встановіть найменше 
а я , ідбувається рівність чисел. Або 
мі (складніше). 
о  
а 
прирівняти 2 числа і розв’язат
Від ов  п’ять: 0
3.6. Знайдіть найменше 
( ) ( )nn ii −=+ 11 . 
Вка в а. Переведіть обидва ч рму, 
виконайте дії у р он метричній 
можливе зн ченн  кутів за яких в
виконайте усі дії в алгебраїчній фор
Відповідь: 4. 
 
.7. Доведіть , щ α
α
α
α
ntgi
ntgi
tgi
tgi
n
⋅−
⋅+=⎟⎟⎠
⎞⎜⎜⎝
⎛
⋅−
⋅+
1
1
1
1 . 3
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Вказівка. Скори аним у вправі 
3.2 в). 
 степінь
стайтеся алгоритмом, запропонов
 
3.8. Використовуючи формулу Муавра, виразіть через  
sinϕ  і cosϕ  тригонометричні функції кратних кутів: 
а) sin 3ϕ  і cos 3ϕ ;    б) sin 2ϕ  і cos 2ϕ ;     в) sin 4ϕ  і cos 4ϕ . 
а) Розв’ зання. Нехай sin(cos1 )я αα iz +⋅= , скористаємося 
формулою Муавра, тоді )3sin3(cos133 αα iz +⋅= ; з іншого боку 
ααα
−⋅⋅+⋅⋅−=
=⋅+⋅⋅+⋅⋅⋅+=
 
А тоді ααααα −⋅⋅=⋅⋅−=  
Мож
i
iiiz
)sinsincos3()sincos3(cos
sinsincos3sincos3cos
3223
3322233
αααααα
αα ⋅α
.sinsincos33sin;sincos3cos3cos 3223 ααα
на врахувати: 1sincos 22 =+ αα , тоді після спрощень матимемо: 
1(cos3cossincos3cos3cos 32323 αααααα ⋅⋅−=⋅⋅−=
1(3α ⋅=
3α −
.sin4sin3sinsin)sinsinsincos33sin
;cos3cos4)cos
33232 αααααααα
ααα
−=−⋅−−⋅⋅=
−=−
 
Відповідь: ααααα −==  
ів  а
.sin4sin33sin;cos3cos43cos 3
б) Вказівка: див.пункт а). 
Відповідь: αααααα cossin22sin;sincos2cos 22 ⋅⋅=−= . 
В) Вказ ка: див.пункт ): αα 4sin4cos4 iz += ; порівн те: 
c4sincos6sincos4cos 222344
яй
o 433
α ).sincos4sincos4()sinsincos6(cos
sinsins
334224 ααααααα
αααααααα
⋅−⋅⋅++⋅−=
=+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+= iiz i
 
i
−=Відповідь: ;sinsincos6cos4cos  
.cossin4cossin44sin 33
4224 ααααα +⋅
ααααα ⋅−⋅=  
 
§4. Добування коренів із комплексних чисел. 
 
Означення 4.12. Корене ом п-го степеня із комплексног  числа 
ω  називається комплексне чис о z таке, що л ω=nz . Множина усіх 
коренів п-го степеня з ω  позначається через n ω . 
Теорема 4.1. Рівняння ω=nz , де NnC ∈≠∈ ,0, ωω , має рівно п 
різних комплексних коренів. 
Доведення. Нехай ( )ϕϕωω sincos i+⋅= ; число z  будемо шукати 
у вигляді ( )αα sincos izz +⋅= . Перетворимо рівняння ω=nz , 
використовуючи формулу Муавра: 
( ) ( )ϕϕωαα sinsincos ininz n ++⋅ . cos⋅=
Звідси випливають рівності 
ω=nz , Zkkn ∈+= ,2πϕα , 
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з яких для модуля шуканого кореня отримається певне значення 
,,
2
Zknz ω= , тоді як його аргумент 
n
∈k+ πϕ=α  може приймати 
різні значення при різних k. При цьому значенням k=0, 1, 2,…,n–1 
відповідають різні значення кореня, а при k=n значення кореня 
 значенням при k=0. При k=n+1 отрима таке ж 
зна ення кореня, що і при k=1 тощо. 
Таким чином, число різних значень кореня дорівнює n – це 
співпадає з його ємо 
ч
,2sin2cos⎜⎛ +⋅=z nk ϕω ⎟⎞++ kik πϕπ  
діусом 
⎠⎝ nn
де k=0, 1, 2,…, n–1, що і потрібно було довести. 
n ω  Усі n коренів kz  лежать на колі ра з центром в 
поч nатку координат  вони ділять коло на  дуг величиною ;
n
π2
о
нами вписаного в нього правильного n–кутника. 
Приклад 4.10.
 к жна 
і є верши
084 =+x   Розв’язати рівняння у множині 
комплексних чисел. 
Розв’язання. Запишемо дане рівняння у вигляді: ( )ππ sincos84 ix +⋅= . 
Його коренями згідно теорем  4.1 буду ь т кі значення: и т а
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ++⋅=
4
sin
4
cos8 ix + 224 kk ππππ  .3,2,1,0=k  , де
Отже: 
( )
( )
( )
( )11 44x ⎞⎛ .128
,
2
,12
2
18
4
44
2
ii
i
iix
−=⎟⎜ −⋅=
⎠⎝
+=⎟⎠
⎞+=
 
2
−⎜⎝−⋅
1
,12
2
1
2
18 441 iix
⎛
+=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ +⋅=
12118 443 ix −−=⎟⎞⎜⎛ −−⋅= 2
22 ⎠⎝
Приклад 4.11. Обчисліть корені третього степеня із 
комплексного числа iz 31+= . 
Розв’язання. Знайдемо тригонометричну форму даного числа:  
⎟⎠
⎞⎜⎛ ⋅+⋅=⎟⎞⎜⎜
⎛ ⋅+⋅=+= sincos231231 ππ iiiz . ⎝⎟⎠⎝ 3322
За формулою для коренів із комплексних чисел ємо:  ма
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⎟⎟
⎟⎟
⎠
⎞
⎜⎜
⎜⎜
⎝
⎛ +
⋅+
+
⋅=+=
3
2
3sin
3
2
3cos231 333
k
i
k
iz
ππππ
, де 2,1,0=k . 
Запишемо отримані корені: 
,
9
sin
9
cos231 ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ⋅+⋅= ππ ia  
,7sin
9
7cos232 ⎟⎞⎜⎝
⎛ ⋅+⋅= ππ ia  
9 ⎠
,
9
13sin
9
13cos233 ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ⋅+⋅= ππ ia  
Приклад 4.12. Знайдіть  і43+ . 
Розв’язання 1. Нехай і43+=ω . Покладемо  ωϕ arg= . 
Очевидно, що 543 22 =+=ω ; тоді ( )ϕϕω sincos5 i+= , де 
5
4sin,
5
3cos == ϕϕ . 
Відповідно, ⎟⎠
⎞⎜⎛ +++== 2sin2cos5 kikz πϕπϕω , де 1,0=⎝ 22 k . Запишемо 
детально: 
.
2
sini ⎜⎛ ++ ϕ
2
cos5
2
sin
2
cos51
zz
iz
−=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ⎟⎠
⎞
⎝⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ +=
⎟⎠⎜
⎛ +=
ππϕ
,⎞ϕϕ⎝  
12
Знайдемо 
2
cosϕ  і 
2
sinϕ , використов л  уючи форму у подвійного 
кута: 
5
3cos1
2
cos2 2 =− ϕ =ϕ , 
звідки: 
5
4=
5
1
2
cos1
22
cos2 ϕ s =in 22 −= ϕϕ ; ,  
тоді: 
52
cos ±=ϕ ,  52
52
sin ±=ϕ 5 . 
Кут ϕ  лежить у першій четверті (так як 
5
4n,
5
3cos == ϕϕ ), а 
від
si
п дно, і кутові  
2
ϕ  також, тому  0
2
cos >ϕ 0
2
sin >ϕ . Отже: , 
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,2
5
5
5
525
2
sin
2
cos51 iiiz +=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ += ϕϕ        2z =−=
в’язання 2. Нехай 
.21 iz −−  
Роз  yixі +=+ 43 , тоді 2)3 yixі +=+ , звідки 
 .2)1;2(
2
3
42
3 2222
iz
xy
yx
ixyi
yx ±±=⇒±±⇒
⎩⎨
⎧
=
=−⇔
⎩⎨
⎧
=
=−  
ультат. 
(4
xyiyxі 2)(43 22 +−=+ , тоді
Отримали той самий рез
Зауваження. Нескладно  всі значення кореня п–го 
степеня з комплексного числа z можна отримати множенням 
одного із значень кореня на всі корені п–го степеня з 1. 
Наприклад, 
 показати, що
( )1...,,2,1,00 −=⋅= nkzz kk ε . Так, 3 1 приймає 
значення ,10 =ε  2
3
2
1
1 і+−=ε , 2
3
2
1
2 і−−=ε  (перевірте це 
самостійно); тоді, наприклад, 3 8−  приймає значення 
{ }210 2;2;2 εεε −−−  або { }31;31;2 іі +−− . 
 
Вправи до § 4. 
 
4.1. Знайдіть усі значення коренів: 
а) 4 64− ;         б) 3 i ;          в) i125 + ;         г) 3
3
1
i
i
+
− . 
Відповіді:  а) {±2±2і; ±2 2і};    б) m
⎭⎬
⎫
⎩⎨
⎧ −+± ii;
2
1
2
3
;    в) {±3±2і}. 
г) Розв’язання. Запишемо числа у тригонометричній формі 
,
4
sin
4
cos211 ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−=−= ππ iiz  .
6
sin
6
cos232 ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ +=+= ππ iiz  Тоді 
,
12
5sin
12
5cos
2
1
3
1 ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−=+
− ππ i
i
i  усі корені можуть бути обчислені: 
 
⎟⎟
⎟⎟
⎠
⎞
⎜⎜
⎜⎜
⎝
⎛ +−
⋅+
+−
⋅=+
−
3
2
12
5
sin
3
2
12
5
cos
2
1
3
1
6
3
k
i
k
i
i π
πππ
2,1,0=
, де 
k , звідки при 0=k : 
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−⋅+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−=
36
5sin
36
5cos
2
1
60
ππε i ; при 1=k : 
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ⋅+=
36
19sin
36
19cos
2
1
61
ππε i ; при 2=k : 
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⎟⎞⋅+ 43sin43cos ππ i  – усі значення коренів. ⎠⎝ 36362
 
4.2. Покажіть на координатній площині множину усіх значень 
⎜⎛⋅= 12ε 6
8 256 . 
Вказівка: Запишіть число у вигляді: ( ).0sin0cos2256z == 8 i+  Тоді 
усі корені обчислюють : ся за формулою
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ⋅++⋅=
8
20sin
8
20cos22568 kik ππ , де 7,...,1,0+ =k . Пере
поділяють коло радіуса 2 на 8 рівних ча
вірте: усі корені 
стин.  
Відповідь: {±2; )1(2 i ; +± )1(2 i± − ; ±2і}. 
 
4.3. Роз ь д ання коренів гра а) в’яжіт задачу ві шук фічно: 
4 2222 i− ; б) 3
55
i+ .3
а) Розв .   числа 
4  
’язання  Обчислимо модуль z  та зобр ого 
координатній ині: 
азимо й
на площ
4)22()22( 22 =−+=z ; тоді усі 
лежать на к іуса корені олі рад
244 = ; аргумент числа z  кут 
⎟⎞⎜⎛ π  ⎠⎝ 4− поділиться на  4, тобто 0ε  
лежатиме на 
утворює
п  
 кут 
ромені, який
⎟⎠
Ох. Оскільки
⎞⎜⎝
⎛−
16
π  з м 
напрямом вісі  
коренів – чоти  
поділять коло ра
додатни
ри, то вони
діуса 2 на 4 
 
 
рівні частини, їх и утворюватимут
90о. 
) Розв’язання. Обч
ла 
н рі радіус-векто ь попарно кути
б ислимо модуль 
чис z : 1=⎟⎞ ; тоді усі
5
3
5
4 2 ⎜⎝
⎛+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛=z  
ені лежать на колі
2
⎠
кор  радіуса 113 = ; 
аргумент числа z  кут ϕ  поділ я на итьс
3, тобто 0ε  лежатиме на промені, який 
 утворює кут
3
ϕ  з додатним напрямом 
 – три вони вісі Ох. Оскільки коренів , то 
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поділять коло радіуса 1 на 3 рівні частини, їхн
утворюватимуть попарно кути 120
і р  
я рівнянь. 
як розв’язують ні 
ня
адіус-вектори
о. 
 
§5. Розв’язуванн
 
Обговоримо тепер питання про те, ся квадрат
рівняння в комплексних числах. Розглянемо рівнян  02 =++ cbzаz , 
 е нти. Наведемо 
яких виводиться 
дку з ними 
де cba ,,0≠  – довільні комплексні ко фіціє
міркування, аналогічні до тих, за допомогою 
формула коренів квадратного рівняння у випа
коефіцієнтами та змінними: 
дійс
⇔=++ 0cbzaz  2
⇔=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜
⎛ ⎜⎛−+⎟⎞⎜⎝
⎛++⇔=++⇔
2
20
2
22 bcbz
a
bz
a
cz
a
bz
⎝
⎟⎠
⎞
⎝⎠ 022
2
aaa
 
.
4
4
2
0
4
4
2
22
2
22 bbz
a
bac
a
bz −=⎟⎞⎜⎛ +⇔=−+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ +⇔ 2a
ac
a ⎠⎝  
ксн за В правій частині рівності стоїть деяке компле
означенням кореня з комплексного числа 
е число; 
242 aa
z =+ ,  або 
2 4acbb −
aa
z
22
=+
(відмітимо, що, на відміну від розв’язування рівня
acbb 42 −  
ння на множині 
нак  
у знаком
дійсних чисел, немає необхідності ставити з
коренем, оскільки в комплексному випадк
«± » перед
  
позначається множина всіх коренів із числа). 
Переносячи другий доданок з лівої част
отримаєм
ини  в праву, 
о формулу: 
a
acbbz
2
42 −+−=  
(відмінність від формули для дійсного випадку, 
алгебри, полягає лише в тому, що замість зн
коренем стоїть «+»;  причина цього пояснена
відомої у 
ака ред 
). Таким , 
иво 
и випливає що 
змін  з 
«з урахуванням 
ільки раз, якою є 
 коефіцієнтами 
мули Вієта і теорема про розклад на лінійні 
ипадк такі 
і кор ше 
 з курс
± » пе«
 вище
квадратне рівняння завжди має два комплексних кореня
однакових). Взагалі, з основної теореми алге
 чином
 (можл
бр
будь-яке рівняння n –го степеня від однієї 
урахуванням кратності рівно n  коренів (вислів 
кратності» означає, що кожний корінь рахується ст
його кратність ). 
, 
ної має
Для квадратних тричленів з комплексними
справедливі фор
множники, відомі з шкільного курсу алгебри для в
тричлени мають дійсні коефіцієнти та два дійсн
у, коли 
ені. Біль
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того, їх ведення можна б  змін п
комплексними 
до ез еренести на випадок з 
коефіцієнтами та комплексними коренями 
.
квадратного тричлена. 
Приклад 4.13  Розв’яжіть квадратне рівняння . 
вка ще 
енів: 
 0842 =++ zz
Розв’язання. Використаємо для рівняння 
формулу його кор
зану ви
iiz 22
2
44
2
164 ±−=±−=−+−= . 
Помітимо, що корені розглянутого в прикладі 4.13 я є 
дко
цієн  рівняння дійсні. Насправ кщо 
 рівнянн
комплексно спряженими числами. Це не випа вість: так буде 
ді: язавжди, якщо коефі ти
Rcba ∈,, , то RacbD ∈−= 4 , а тоді 2 D  є 
, я  в розглянутому прик
або дій , 
о ладі, 
сним числом
якщо ( 0≥D ), аб к чи н : сто уяв им
RtitD ∈±= ,  (якщо 0<D ). У першому випадку о
дійсні, а у другому числа 
б кореняидва  – 
a2
itb +−  і 
a2
itb −−  є комплексно . 
квадратного рівняння є  
ими 
 спряженими
Якщо ж не всі коефіцієнти  дійсними, то
числами. його корені, взагалі не будуть комплексно спряжен
Приклад 4.14. Розв’язати рівняння: ( ) ( ) ( ) 068553 2 =−+⋅++⋅− izi iz . 
фо го Розв’язання. Використаємо для рівняння 
коренів: 
рмулу йо
( ) ( ) ( )
( ) ( ) =−
−=
3
72  ⋅−⋅ 232 ii
+−−−⋅−⋅−++−−= 5568345555
2 iiiiiz 54i
( )32 −⋅ i . 
Знайдемо 
68355 −+−−= ii
i68− Використаємо , відмінни  
ксн а, 
.  для цього спосіб
класичного знаходження кореня з компле
описаного у § 4. Введемо
й від
ого числ
 позначення: 
viui +=− 68 . 
Або: 
22 .268 uvivui +−=−  
плеСкористаємося означенням рівності ком ксних чисел, яка 
их та уявних астин. 
1,3 22 vu
м і
досягається при одночасній рівності дійсн  ч
Отримаємо систему рівнянь: 
22
⎩⎨
⎧
−=
=−
62
8
uv
vu , або ⎢
=−= 1,3 11 vu . 
⎣
⎡
−==
Звідси аємо такі корен  вихідного рівняння: 
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( )
( )
( )
( )⎢⎢⎣ −=−
−=−⋅
−⋅+−−=
⎢⎢
+=−
⎡ −−=−⋅
+−⋅+−−= 2
3
7
32
3355 i
i
i
i
iiz
1
3
42
32
3355 i
i
i
i
iiz
. 
Приклад 4.15. Скласти квадратне рівняння, що
2,1 21 −== iziz .  
 м і: 
+
Розв’язання. Ускладнимо задачу, задавши кое и 
ає такі корен
фіцієнт пр
старшому члені у шуканому рівнянні рівний 1−i
е вигляд: 
. Т ня 
матим
оді рівнян
( ) ( )( ) ( )( ) 0211 =−−⋅+−⋅− izizi . 
ровівши елеменП тарні перетворення у лівій част , 
отримаємо рівняння вигляду: 
ині рівняння
( ) ( ) 024311 2 =−+⋅++⋅− izizi  
З комплексними числами тісно пов’язане і розв’язування 
казан тупі, 
бами отримати 
коренів кубічного рівняння), однак ми не будемо 
 основн соби 
з
» ав  
стосується розв’язування нерівностей на 
чам дочекатися 
сно комплексних 
ень, з якими ви можете 
зи та ожні 
очлени». Так, наприклад, справедливими і в 
 і Вієта ось з 
на и ї  стерігається: за 
дь-який многочлен степеня вище 
ає, м бути 
й у) ад множиною ж 
ують многочлени і другого степеня, 
 
ви до § 5. 
;    в) 
рівнянь третього і четвертого степеня (як було с
комплексні числа і з’явилися в зв’язку із спро
формулу 
о у вс
зупинятися на цьому питанні. Зазначимо лише, що
розв’язування таких рівнянь можна запозичити 
серії «Раціональні рівняння та нерівності , врахув
інформацію з § 3. Що ж 
і спо
 посібника цієї 
ши при цьому
множині комплексних чисел, то пропонуємо чита
відповідного посібника нашої серії. 
Відмітимо, що для рівнянь і многочленів відно
чисел мають місце багато твердж
ознайомитися у посібниках цієї серії – «Вира
перетворення», «Мног
 тот
комплексному випадку виявляються теореми Безу
розкладом  множник повно аналогії не спо
основною теоремою алгебри бу
. А 
першого має комплексний корінь, а це означ
розкладени на множники (за теоремою Без . Н
дійсних чисел, як ви знаєте, існ
оже 
які не зводяться. 
Впра
 
5.1. Розв’яжіть рівняння: 
а) 092 =+z ;    б) 319)23(2 =+−++ iziz 0 ( ) ( ) 07 + i212 =−−+ ziiz . 
Розв’язання. а) izizzz ;3;909 1 =−=⇔=+ 32 −= . 2
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б Обч слимо дискримінант: ) и ( ) ( ) 81= ; 1319 ⋅+ i тоді 423 2 −⋅−+= iD
( )
12
923
⋅
±+−= iz ; iziz −−=−= 6;3 21 . 
в) Обчислимо дискримінант: ( )iD 421 2 ⋅−−=
знайдем  корені, їх буде два: нехай 
( ) iii 2477 +−=−−⋅ ; 
viui +=о +− 7
uvivui 2247 22 +−=+− , звідки: 
⎧ −=− 722 vu ⎡u
24 , тоді 
4,3 v
⎩⎨ =12uv
, або ⎢⎣ == 4,3 22
11
vu
. 
А тоді корені вихідного рівняння: ( )
−=−=
( )
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
−=+=+=⋅
++−−=
−=−−=−−=⋅
−−+−−=
i
i
i
i
i
i
iiz
i
i
i
iiiz
331
2
62
2
43)21(
12
2
24
2
43)21(
2
1 + i2
. i
 комплексного параметра их 
4 ++  
м, а 
а сума коренів квадратного ня 
Відповідь: а) ±3і; б) 3-і; -6-і; в) -1+2і; 3-і. 
 
5.2. Укажіть усі значення  a , при як
модуль суми коренів квадратного рівняння 2az
більше або дорівнює 5. 
( ) 0123 =−− izi
Розв’язання. За умовою рівняння є квадратни
теоремою Вієт
тому 0≠a . З
 рівнян
yixa
a
zz +=i−−=+ ;21 , (34 y )0;0(); ≠x  (бо a  
комплексне за умовою, 0≠a ), тоді уль  мод
534
34 22 +− i
22 ++ yxyix
2
21 ≥==+ zz . Розв’язуючи 
нерівність, отримаємо ≤+ yx , тобто є 
множина   
центром у початку координ
точки (0; 0). 
Відпо
2 a  1
усіх точок круга радіуса R=1 з
ат, за винятком 
відь: yixa += ; 122 ≤+ yx ; 
)0;0();( ≠yx . 
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Вправи для самостійного розв’язуван
 
для контролю 
мінь. У лівій частині таблиці вказана умова вправи, а у 
правій – лише відповідь без вказівок із розв’язання. Не забувайте, 
на  у рамках 
 фізико-математичній школі. 
Відповідь
ня. 
У цьому розділі ми пропонуємо вправи 
отриманих у
що консультації з розв’язання вправ мож отримати
навчання у заочній
 
Умова  
 1. Які з наступних тверджень є вірними, а які – 
навести контрприклади): 
 хибними? (Вірні твердження необхідно довести, 
а до хибних – 
якщо a 4, b 4, то ( ba − ) 4 хибне 
якщо a 4, b 4, то ( ba + ) 4 хибне 
якщо a 7, b 7, то ( ba + ) 7 хибне 
якщо a 4, b 4, то ( ba ⋅ )M4 хибне 
якщо Ma 4, b 4, то ( ba ⋅ ) 4 хибне 
якщо Ma 4, Ma 15, то Ma (4·15) істинне 
якщо a 4, b 4, то ( ba ⋅ ) 4 хибне 
якщо a 7, b 7, то ( ba ⋅ ) 7 істинне 
якщо Ma 33, Ma 15, то Ma (33·15) хибне 
якщо Ma 33, Ma 15, то Ma (3·11·5) істинне 
якщо ( ba ⋅ )M4, то Ma 4 або Mb 4 хибне 
якщо ( ba ⋅ )M19, то Ma 19 або Mb 19 істинне 
 2. Випишіть у рядок усі цілі числа, які лежать на 
проміжку від -20 до 20 та відмітьте усі цілі числа, 
які при діленні на 7 дають остачу 2. 
-19; -12; -5; 2; 
9; 16 
 3. Поділіть з остачею:   
-10000 на 11 q = -910, r  = 10
-2009 на 9 q = -224, r  = 7 
2009 на 9 q = 223, r  = 2  
-123456 на 173 q = -714, r  = 66 
123456 на 173 q = 713, r  = 107
-54321 на 131 q = -415, r  = 44 
-54321 на -11 q = 4939, r  = 8 
-97531 на -24 q = 4064, r  = 5 
97531 на 24 q = 4063, r  = 19 
-97531 на 24 q = -4064, r  = 5 
 4. Число а дає остачу 5 при діленні на 14. 
Чому дорівнює остача від ділення а на 2? 
r  = 1 
  Число а дає остачу 11 при діленні на 24. Чому 
дорівнює остача від ділення а а 4? н
r  = 3 
  Число а дає остачу 11 при діленні на 24. Чому 
дорівнює остача від ділення а на 6? 
r  = 5 
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  Число а дає остачу 3 при діленні на 6. Чому 
дорівнює остача від ділення а на 12? 
r  =3 або r  =9 
  Число а дає остачу 8 при діленні на 9. Чому 
дорівнює остача від ділення а на 18? 
r  =8 або r  =17 
  Число а дає остачу 5 при діленні на 6. Чому 
дорівнює остача від ділення а на 18? 
r  =5 або r  =11, 
або r  =17 
 5. Чи може число ділитись на 15 та давати 
остачу 10 при діленні на 21? Якщо так, 
наведіть найменше таке натуральне число. 
Ні 
  Чи може число ділитись на 18 та давати 
остачу 6 при діленні на 21? Якщо так, наведіть 
е тнайменш аке натуральне число. 
Так; 
90 
  Чи може число ділитись на 35 та давати 
остачу 5 при діленні на 45? Якщо так, наведіть 
найменше таке натуральне число. 
Так; 
140 
  Чи може число ділитись на 45 та давати 
остачу 5 при діленні на 35? Якщо так, наведіть 
найменше таке натуральне число. 
Так; 
180 
 6. Число а дає при діленні на 1  5 остачу 8, 
число b – остачу 11. Яку остачу при діленні на 
15 дають числа:  а+b;  а-b;  а·b. 
4; 12; 13 
  Число а дає при діленні на 12 остачу 6, число 
b;  а·b. 
2; 10; 0 
b – остачу 8. Яку остачу при діленні на 12 
дають числа:  а+b;  а-
 7. Серед усіх 4-значних чисел, які при діленні 
на 17 дають остачу 3, знайдіть найменше. 
1006 
  Серед усіх чисел, які більші від 2000 та при 
діленні на 21 дають остачу 16, знайдіть най-
менше. 
2011 
  Серед усіх чисел, які більші від 5000 та при 
діленні на 14 дають остачу 12, знайдіть най-
менше. 
5010 
  Знайді ь найбільше число, е не перевищує т як 6950 
7000 та яке при діленні на 62 дає остачу 6. 
  Знайдіть найбільше число, яке не перевищує 
10000 та яке при діленні на 53 дає остачу 17. 
9981 
  Серед усіх чисел, які більші від 10000 та при 
діленні на 53 дають остачу 17, знайдіть 
найменше. Порівняйте відповіді 2-х останніх 
о и відр
на 53 
прикладів (на скільки в н ізняються?) 
10034; 
 8. Знайдіть найменше шестизначне число, яке 
ділиться на 321. 
100152 
  Знайдіть найб ьше п’ятизначне число, яке 
ділиться на 321
іл  
. Порівняйте відповіді 2-х 
99831; 
на 321 
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останніх прикладів (на скільки вони 
відрізняються?) 
  Знайдіть найбільше п’ятизначне число, яке 
ділиться на 213. 
99897 
  Знайдіть найменше шес изначне число, яке 
ділиться на
т
 143. 
100100 
 9. Остачі від ділення числа n на 3,5,7 
дорівнюють a,b,c відповідно. Доведіть, що 
(70а+21b+15с-n) 105. 
Запишіть 
n=3k+a; n=5m+b; 
n=7p+c 
 10. Яку остачу дає число a при діленні на b, де 
a=2n2+7n+11, b=n+2; n N∈ . 
При n 3, остача ≤
r =3-n  
при n>3, 
;
r =5 
  Яку остачу дає число a при діленні на b, де 
=na 3+2n+1, b=n; n N∈ . 
При n=1, r =0; 
при n>1, r =1 
 10. Наведіть приклад натурального числа, що 
має рівно 10 натуральних дільників. 
4qp ⋅  або 9p , де 
q, – різні простіp
  Наведіть приклад натурального числа, що має -
т  рівно 3 натуральних дільники. 
2 , де p  – просp
е число
  Наведіть приклад натурального числа, що має 2 qp ⋅ , де 
– остірівно 9 натуральних дільників. 
2  або 8p
qp,  різні пр
 11. Які остачі може давати повний квадрат при 
діленні на 6? 
0; 1; 3; 4 
  Які остачі може давати повний квадрат при 0; 1; 4; 7 
діленні на 9? 
  Які остачі може давати повний куб при діленні 
на 9? 
0; 1; 8 
 12. Доведіть, що а2+2 не ділиться на 5 для 
усіх цілих а. 
Остачі 1; 2; 3 
 13. Доведіть, що числа 107 і -1 дають однакові О 0 
остачі при діленні на 11. 
стачі 1
 14. Знайдіть остачу від ділення числа 22009 на 7. 4 
  Знайдіть остачу від ділення числа 764 на 13. 9 
  Знайдіть остачу від ділення числа 152009 на 12. 3 
 15. На яку цифру закінчується число (((3 ) ) ) ? 33 3 3 3  
  На яку цифру закінчується число (((25)5)5)? 2 
  На яку цифру закінчується число (((46)6)6)? 6 
  На яку цифру закінчується число 267+155-319? 0 
 16. Знайдіть усі тризначні числа, які в 14 разів 
більші суми власних цифр.  
126 
 17. У кожному вагоні потягу пасажирів було 
порівну. Скільки було вагонів, якщо відомо, що в 
потягу їхало: а) 767 ; б) 517 пасажирів? 
а) 13; 
б) 11 
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 18. Чи існує натуральне число, яке при 
юванні першої цифри зменшується:  закресл
        а) у 11 разів; б) у 22 рази? 
а) так, 44; 
б) ні 
 19. До числа 12 припишіть зліва і справа по 
4.
3124; 7128 
одній цифрі, щоб отримане число ділилося на 4
 20. Знайдіть усі значення цифр x; y такі, щоб числа 
виду 4192 yx  ділилися на 33. 
x1=3; y1=2; 
x  
x3=9; y3=8 
2=6; y2=5;
  Знайдіть усі значення цифр x; y такі, щоб числа виду 
9153 yx  ділилися на 99. 
x=5; y=4 
  Знайдіть усі значення цифр x; y такі, щоб числа виду 
yx171  ділилися на 45. 
x1=0; y1=0; 
x =9; y =0; 2 2
x3=4; y =5 3
 21. Знайдіть найбільше число, яке ділиться на 4, 
у записі якого зустрічаються усі десять цифр. 
9876543120 
  Знайдіть найменше число, яке ділиться на 8, у 
записі якого зустрічаються усі парні цифри, крім 
цифри 0. 
2648 
 22. Яку найбільшу кількість однакових букетів 
можна скласти з 252 білих та 357 червоних по 1  та 
троянд (треба використати всі квіти)? Скільки 
яких квітів буде у букеті? 
21; 
2 білих
17 червоних 
  Яку найбільшу кількість однакових десертів 
0 груш, 162 яблук, 216 
е налічувати кожен 
набір? Треба використати всі фрукти. 
54; 
можна скласти з 27
абрикос? Скільки фруктів буд
по 12 
 23. Знайдіть найбільше тризначне число а, для 
якого НСД(а, 540)=36. 
936 
 24. Сума двох натуральних чисел рівна 153. Яке 
мати їх найбільше значення може прий
найбільший спільний дільник? 
51 
  Сума двох натуральних чисел рівна 399. Яке 
найбільше значення може приймати їх 
найбільший спільний дільник? 
133 
  Сума двох натуральних чисел рівна 385. Яке 
найбільше значення може приймати їх 
найбільший спільний дільник? 
77 
 25. Використовуючи алгоритм Евклдіда, знайдіть 
 дільник чисел: 97530 і 2463.
3
найбільший спільний  
 
  Знайдіть НСД чисел: 985410 і 7632. 18 
  Знайдіть НСД чисел: 5555555 і 55555. 5 
  Знайдіть НСД чисел: 88888888 і 444444. 44 
  Знайдіть НСД чисел: 87431256 і 444708. 396 
 103
 26. Від прямокутника 324x141 відрізують 
декілька квадратів із стороною 141, поки не 
прямокутник, у якого одна сторона 
окутника, доти поки це 
можливо, і т.д. Скільки квадратів якого розміру 
12; 
2; 3; 2; 1; 4  
із сторонами, 
відповідно
42; 15; 12; 3 
залишиться 
менше 141. Від отриманого прямокутника знову 
відрізують квадрати із стороною, рівній меншій 
стороні цього прям
вийде в результаті таких операцій? 
, 141; 
  Від прямокутника 3 6
квадратів із стороною 2
9 x288 відрізують декілька 
88, поки не залишиться 
ою, вній меншій стороні 
цього прямокутника, доти поки це можливо, і т.д. 
ій? 
 
1; 2; 1; 2; 
із сторонами, 
відповідно, 288; 
108; 72; 36 
прямокутник, у якого одна сторона менше 288. 
Від отриманого прямокутника знову відрізують 
квадрати із сторон рі
Скільки квадратів якого розміру вийде в 
результаті таких операц
6;
 27. Доведіть, що НСД(а,b)=НСД(5а+3b, 13а+8b) 
для будь-яких а,b∈Z. 
Застосуй е 
алгоритм 
а
т
Евклід  
 28. При яких нату нираль х n будуть взаємно n
простими числа  3n+7  і  n+1. 
=2k, k∈Z 
 29. Доведіть, що НС 5 3 4 2Д (n +4n +3n; n +3n +1)=1 
мпри будь-яко у n N∈ . 
Застосуйте 
алгоритм 
Евкліда 
 30. Знайдіть усі цілочисельні розв’язки рівняння х=11t; y= -3t;  
Z 42х+154у=0. t∈
  Знайдіть усі цілочисельні розв’язки рівняння х=7 3t;  t
36х-84у=0. 
t; y= ∈Z 
  Знайдіть усі цілочисельні розв’язки рівняння х=9t; y= -4t;  t
56х+126у=0. 
∈Z
 31. оведіть: ( ) ) 7372 MM bbaД a( −⇒  для довільних +
Zba ∈, . 
Домно е да-
ний вираз на 4 
аб  3 
жт
о на
  Доведіть: ( ) ( ) 1021034 MM abba −⇒+  дл  довільних я
Zba ∈, . 
Домножте да-
ний вираз на 3 
аб  7 о на
 32.Чи має рівняння 26х+65у=20 ро зв’язки в цілих Ні 
числах? 
  Чи має рівняння 20х-45у=10 ирозв’язк  в цілих Так; х=5+9t; 
у=2+4t; t∈числах? Які? Z 
  Чи м ає рівняння 20х+10у=45 розв’язки в цілих Ні 
числах? 
 33. няння
числ
Розв’яжіть рів  12х+9у=39 в цілих 
ах. 
х=1-3t; 
у=3+4t; t∈Z 
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  Розв’яжіть рівняння 14х-8у=22 в цілих числах. х=1+4t; 
у=-1+7t; t∈Z 
 34. Знайдіть усі нат р n ,81 t+  t 0Nу льні n, для яких дріб а = ∈
8
35 +n  є скоротним. 
 
  Знайдіть усі натуральні n, для яких дріб 
11
53 +n  є 
скоротним. 
,112 tn +=  0Nt∈  
  Знайдіть усі натуральні n, для яких дріб 
9
54 −n  є 
скоротним. 
,98 tn +=  0Nt∈  
  Знайдіть усі натуральні n, для яких дріб 
,1310 tn +=  0Nt∈  
13
57 −n  є 
скоротним. 
,94227 −= tn  Nt∈
 
165
718
+
+
n
n    Знайдіть усі туральні n на , для яких дріб є 
скоротним. 
 35. Доведіть, що ні при яких натуральних n дріб 
3
252 2
+
−+
n
nn  не є скоротним. 
Покажіть, що 
НСД чисельника 
і знаменника є 1
  Доведіть, що ні при яких натуральних n дріб 
7
36712
2
234
+
+−+−
n
nnnn  не є скоротним. 
Покажіть, що 
НСД чисельника 
і знаменника є 1
 36. Знайдіть усі двозначні числа, які при діленні 
на суму своїх цифр дають частку 7 і остачу 6. 
62; 83 
  Знайдіть усі двозначні числа, які при діленні на 
суму своїх цифр дають частку 5 і остачу 3. 
34; 46; 58 
 37. Знайдіть загальну формулу чисел, що дають 
при діленні на 12 остачу 5, а при діленні на 30 - 
остачу 23. 
53+60t; t∈Z 
  Знайдіть загальну формулу чисел, що дають 
при діленні на 14 остачу 11, а при діленні на 35 - 
остачу 4. 
39+70t; t∈Z 
  Знайдіть загальну формулу чисел, що дають 
при діленні на 36 остачу 23, а при діленні на 63 - 
остачу 5. 
131+252t; t∈Z 
 38. Для транспортування цукру є мішки по 50 кг 
(великі) і 30 кг (малі). Скільки потрібно тих і інших 
мішків для перевезення 420 кг цукру. Мішки 
повинні бути повністю заповнені. 
14 малих або  
3 великих і 9 ма-
лих, або 6 вели-
ких і 4малих  
 Скільки поштових марок по 40 коп. і 1 грн. можна 
купити на 5 грн. 20 коп.? Використати усі кошти. 
(3;4) або (8;2), 
або (13;0) 
 Прокладають водопровід протяжністю 75 м. Є 
труби по 5 м і 1,5 м. Скільки потрібно замовити 
Варіанти: (15;0); 
(12;10); (9; 20); 
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тих і інших труб? Тру  
використані. 
(6;30); (3; 40); 
(0; 50) 
би повинні бути повністю
 Авто вантажністю 5 тонн треба повністю 
йнерами, що мають масу 150 
 можна зробити? Укажіть, 
18 контейнерів 
масою 150 кг і 
10 контейнерів 
масою 230 кг 
завантажити конте
кг та 230 кг. Як це
скільки контейнерів кожного виду треба взяти. 
 Авто вантажністю 3 тонни треба повністю 
, що мають масу 120 
 зробити? Укажіть, 
ерів кожного виду треба взяти. 
(25; 0) або  
(8; 12) завантажити контейнерами
кг та 170 кг. Як це можна
скільки контейн
 39. Доведіть, що якщо у рівнянні aх+by=82 
то пара (15, 9) не 
яння. 
Від супротивно-
го: ліва частина 
ділиться на 3 
коефіцієнти a і b – цілі числа, 
ього рівнможе бути розв’язком ц
 40. Скільки точок прямої 98х+75у=9875 з 
ординатами лежить у першій 
Дві; 
(100;1); (25;99) цілочисельними ко
координатній чверті? Які? 
  Скільки точок прямої 56х+78у=5678 з 
 лежить у першій 
тній чверті? Які? 
Три 
(100;1); (61;29); 
(22;57); 
цілочисельними координатами
координа
 41. Розв’яжіть систему в цілих числах: 
Zt
tz
ty
tx
∈
⎪⎩
⎪⎨
⎧
=
−−=
+=
,
,136
,2415
 
⎩⎨ =−+ 12932 zyx
⎧ =−+ 15753 zyx . 
  Розв’яжіть систему в цілих числах: 
Zt
tz
ty
tx
∈
⎪⎩
⎪⎨
⎧
=
=
=
,3
,29
,11
 
⎩ =+− 08511 zyx⎨
⎧ 0736 zyx . =+−
 42. Знайдіть усі прості числа р такі, що р+26 і 3; 29; 31 
р+28 теж є простими. 
  Знайдіть усі прості числа р такі, що р+10 і р+14 3; 13; 17 
теж є простими. 
  Знайдіть усі прості числа р такі, що р+40 і р+44 
ми. 
3; 43; 47 
теж є прости
 43. Сума двох натуральних чисел дорівнює 103, 
росте число. Знайдіть ці 
52 і 51 
а різниця їх квадратів - п
числа. 
  Сума двох натуральних чисел дорівнює 401, а 
йдіть ці 
201; 200 
різниця їх квадратів - просте число. Зна
числа. 
  Сума двох натуральних чисел дорівнює 131, а 
 їх квадратів - просте число. Знайдіть ці 
66; 65 
різниця
числа. 
  Сума двох натуральних чисел дорівнює 863, а 
осте число. Знайдіть ці 
432; 431 
різниця їх квадратів - пр
числа. 
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44. Доведіть, що числа 2 є Скористайтеся 
ознакою 
подільності н
4342223...2 ; 43421
1111
559...55  1
403
складеними. а 3
 45. Доведіть, що знайдуться 200 підряд 
чисел. 
Розгляньте числа 
201!+2; 201!+3; 
…; 201!+201 
складених 
  Доведіть, що знайдуться 150 підряд складених Розгляньте числа 
151!+2; 151!+3; 
…; 151!+151 
чисел. 
 46. Визначте, скількома нулями закінчується 24 
число 100!. 
  Визначте, скількома нулями закінчується число 124 
500!. 
  Визначте, скількома нулями закінчується число 249 
1000!. 
 Визначте, щ47. о буде стояти у знаменнику 46 75 ⋅  
дробу 2030 75 ⋅
!100  після його скорочення. 
   Визначте, що буде стояти у знаменнику дробу 12 1911 ⋅  
55100 1911 ⋅
!1000  після його скорочення. 
  Чи ділиться  2)!500(
!1000   на 10; 102? Обчисліть число нулів у 1000! та 
49 та 
; ні 
(500!)2 (2
248); так
 48. Розкладіть на прості  22·33·5  множники число 540.
  Розкладіть на прос 24·5·112ті множники число 9680. 
  Розкладіть на прості множники число 522. 2·32·29 
  Розкладіть на прості множники число 3927. 3·7·11·17 
  Розкладіть на прості 23·103  множники число 824. 
  Розкладіть на 3·5·109 прості множники число 1635. 
  Розкладіть на про 28·34·52·7 сті множники число 10!. 
  Розкладіть на прос 222·310·56·73·112· 
·13·17·19·23 
ті множники число 25!. 
 49. Знайдіть усі додатні розв’язк (х; у) рівняння 
х+у=
(2; 23); (23; 2) и 
25, де х,у – прості числа. 
 Знайд
х-у=29, д
 іть усі додатні розв’язки (х; у) рівняння  (31; 2)
е х,у – прості числа. 
 Знайдіть усі додатні  
х+5у=20, де х,у – прос
(5; 3)  розв’язки (х; у) рівняння
ті числа. 
Знайдіть усі додат
х2-у2=45, де х,у – пр
(7; 2) ні розв’язки (х; у) рівняння  
ості числа. 
 50. Сума цифр 
201. Доведіть, що воно не том. 
Ділиться на 3, не 
ділиться на 32
натурального числа дорівнює 
 є повним квадра
 107
 108
  Сума цифр натурального числа дорівнює 15. 
Доведіть, що воно не є повним квадратом. 
Ділиться на 3, не 
ділиться на 3P2P 
  Сума цифр натурального числа дорівнює 111. 
Доведіть, що воно не є повним кубом. 
Ділиться на 3; не 
ділиться на 3P3P, бо 
не ділиться на 9 
 51. Знайдіть усі цілочисельні розв’язки рівняння 
х P2P+11=у P2 P 
(5;6); (-5;-6);  
(5;-6); (-5;6) 
  Знайдіть усі цілочисельні розв’язки рівняння  
х P2P-5=у P2 P 
(3;2); (-3;-2);  
(3;-2); (-3;2) 
  Знайдіть усі цілочисельні розв’язки рівняння  
ху+5=3х+2у 
(1;2); (3;4) 
  Знайдіть усі цілочисельні розв’язки рівняння  
ху-5=4у-х 
(5;0); (3;-2) 
  Знайдіть усі цілочисельні розв’язки рівняння  
2ху+4=4х+3у 
(2;4); (1;0) 
  Знайдіть усі цілочисельні розв’язки рівняння  
3ху+5=9х+2у 
(1;4) 
 52. Визначіть вигляд усіх прямокутників, площа 
яких чисельно дорівнює їхньому півпериметру. 
Сторони виражаються натуральними числами. 
Складіть 
рівняння ху=х+у
(2;2); квадрат 
 53. Подвоєний добуток трьох простих чисел у 7 
разів більший за їхню суму. Знайдіть ці числа. 
7; 2; 3 
  Добуток трьох простих чисел у 5 разів більший 
за їхню суму. Знайдіть ці числа.  
5; 2; 7 
 54. Доведіть, що якщо двозначне число n не 
ділиться на жодне просте число від 2 до 7, то n - 
просте. 
1099 < ; дивись 
ознаку простого 
числа 
  Доведіть, що якщо 5-значне число n не ділиться 
на жодне просте число від 2 до 313, то n - 
просте. 
31799999 < ; 
дивись ознаку 
простого числа 
  Доведіть, що числа  
  971; 983; 991; 997 – прості.  
Покажіть, що 
вони не діляться 
на 2,3,5,7,11,13, 
17,19,23,29,31 
 55. Знайдіть НСД і НСК чисел 414 i 1012 46; 9108 
  Знайдіть НСД і НСК чисел 3870 i 2150 430; 19350 
  Знайдіть НСД і НСК чисел 957 i 1305 87; 14355 
  Знайдіть НСД і НСК чисел 2954 i 3165 211; 44310 
 56. Знайдіть натуральні числа a та b, якщо ві-
дома їхня сума 527 і частка від ділення НСК(a,b) 
на НСД(a,b) дорівнює 220. 
187; 340 
 57. Укажіть довжини всіх сторін якого-небудь 
цілочисельного прямокутного трикутника, один з 
катетів якого рівний 12 
(12;16;20); 
(5;12;13); 
(35;12;37) 
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 58. Обчисліть: ( )( )( ) ( )( )iiiii +−+++−+− 6251322 . i536 +−  
  Обчисліть: 
3
1
214
34
112 ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
+
+⋅+−
+
i
i
i
i . 
i158 +  
  Обчисліть: 
i
i
i
i
45
411
409
4516 +
−−+
+⋅ . 1 
  Обчисліть: 32
32
)31()9(
)2(5)31(3
ii
ii
−++
+⋅++⋅ . i
18
19
9
4 +  
  Обчисліть: 
i
i
i
i
2120
12111
25
39 +
−⋅+−
+⋅ . 1 
 59. Обчисліть дійсну Re z та уявну Im z частини 
комплексного числа 
i
i
512
145
−
− . 
Re z=
13
10 ; 
Im z=
13
11−  
  Обчисліть дійсну Re z та уявну Im z частини 
комплексного числа  
i
i
2120
73
−
+ . 
Re z=
29
3− ; 
Im z=
29
7  
  Обчисліть дійсну Re z та уявну Im z частини 
комплексного числа 
i
i
67
815
+
+ . 
Re z=
5
9 ; 
Im z=
5
2−  
  Обчисліть дійсну Re z та уявну Im z частини 
комплексного числа 
i
i
59
311
−
+ . 
Re z=
53
42 ; 
Im z=
53
41  
  Обчисліть дійсну Re z та уявну Im z частини 
комплексного числа 
i
i
54
3
−
+ . 
Re z=
41
7 ; 
Im z=
41
19  
    Обчисліть дійсну Re z і уявну Im z частини 
комплексного числа ( )( )( )( )ii ii +− −+ 322 344 . 1Im
;3Re
=
=
z
z  
   Обчисліть дійсну Re z і уявну Im z частини 
комплексного числа ( )( )( )( )ii ii −− −− 3232 63222 . 3Im
;3Re
−=
=
z
z  
 60. Розв’яжіть систему:  ( )⎩⎨
⎧
−=+−
+=⋅−
izzi
iziz
3521
32
21
21    
iz += 21 ; iz −=12  
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  Розв’яжіть систему:  
( ) ( )
( ) ( )⎩⎨
⎧
+=−++
+=−++
izizi
izizi
31323
22534
21
21    iz 5
4
5
17
1 −= ; 
iz 222 −−=  
  Розв’яжіть систему:  
( ) ( )
( ) ( )⎩⎨
⎧
+=++−
+−=+−++
izizi
izizi
7622
3822
21
21  
iz =1 ; iz += 32  
 61. Виконайте дії з числом, попередньо 
записавши його у тригонометричній формі: (1-і) P40 P.
2 P20P 
  Виконайте дії з числом, попередньо записавши 
його у тригонометричній формі: ( )303 i− . -2P
30
P
 
  Виконайте дії з числом, попередньо записавши 
його у тригонометричній формі: ( )15322 i− . -2P
30
P
 
  Виконайте дії з числом, попередньо записавши 
його у тригонометричній формі: ( )1622 i−−  
2 P24P 
 62. Знайдіть найменше натуральне число n таке, 
що ( ) ( )nn ii 3131 −=+ . 3 
  Знайдіть найменше натуральне число n таке, 
що ( ) ( )nn ii 3333 −=+ . 6 
  Знайдіть найменше натуральне число n таке, 
що ( ) ( )nn ii 3333 −=+ . 
4 
 63. Розв’яжіть рівняння: 010452 =+++ izz . -2і;  -5+2і 
  Розв’яжіть рівняння: 09772 =−−+ izz . 1+і;  -8-і 
  Розв’яжіть рівняння: 081142 =+−+ izz . 2-і;  -6+і 
64. Побудуйте усі комплексні корені:  3 i− . 
 65. Укажіть усі значення комплексного 
параметра a , при яких модуль добутку коренів 
квадратного рівняння ( ) ( ) 051222 =−+++ iziaz  
менше або дорівнює 26. 
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